Variable Compleja 1

LI1STA 6 3° DE MATEMATICAS /INFORMATICA

En los siguientes problemas denotaremos por D al disco unidad y por H al semiplano superior,
es decir, D={z€C : |z] <1} yH={2€C : Imz > 0}.
1) Describir la imagen mediante f(z) = z—jrz de los siguientes conjuntos:

a) R b) {zeC:|z| <2} c)D d) {1y :y € R}

2) Hallar una transformacion de Mébius T tal que T'(i) = —i, T'(0) =0, T'(—1) = 0.
3) Hallar una transformacién de Mébius T tal que T(D) = Hy T'(0) = 3 + 2i.

4) Encontrar una aplicacion holomorfa y biyectiva de €2; en 2, en los siguientes casos:

a) W ={z€C: |z—1|<V2,|z+1]<V2} y Oy =H.

b) 2 ={z€C:Rez<0,|Imz| <1}y Qo={2€C : |Imz| <1}

c) U ={z€C:|Rez[ <1} y Wy={2€C: Rez>0,[z— i[> 1}

5) Dadas dos circunferencias C; y Cy con Cy interior y tangente a C; (por ejemplo C; =
{z€eC:|z—-2|=2}yCy={z€C:|z— 1] = 1}) demostrar que se pueden colocar un nimero
infinito de circunferencias C), en la regiéon comprendida entre Cy y C; de tal manera que cada
uno de ellas es tangente a C, Cy v al siguiente.

Ayuda: Mediante una transformacion de Mobius apropiada, transformar la region entre C y
(5 en una region para la cual la solucion sea sencilla.

6) Dar una transformacion de Mébius T tal que T'({z € C: Rez > 0, |z — 1| > 1/2}) es de la
forma {w € C: 1 < |w| < h} calculando exactamente h.

7) Sea f una funciéon holomorfa en un dominio €2 simplemente conexo, 2 # C, y con valores
en ese mismo dominio. Supongamos que en 2 hay dos puntos a, b, a # b tales que f(a) =ay
f(b) = b. Probar que entonces f es la funcion identidad.

Ayuda: Pasar a D.

8) Sea f : 1D — D una funciéon holomorfa no constante. Probar que:

O O
) TR < VO S e el
b) /()] < T e

Ayuda: Aplicar el Lema de Schwarz a ¢, o f (1° apartado) o a ¢y o f o ¢, (2° apartado)
con un a € D apropiado en cada caso, donde ¢, : D — D es el automorfismo conforme del

a—z
disco definido por ¢,(z) = ] . Observar que ¢, o ¢, es la identidad asi que, por ejemplo,
—az

f:¢ao(¢aof>‘

9) Sea f una funcion holomorfa en D tal que Re f(z) > 0 para todo z € D y ademés f(0) = 1.
Usando una transformacion de Mdébius y el Lema de Schwarz, probar que:

1

a) [f(z)] < 11_:3 para cada z € D
12|

b) |f(2)| > para cada z € D

1+ |z]



