Capitulo 1

Funciones aritmeéticas

En el capitulo anterior hemos podido apreciar algunos aspectos de la Teoria
de los Numeros y el tipo de problemas que pretende resolver. Ne debe extranar
que ciertas funciones definidas sobre los naturales tengan en ella una importancia
capital, tanto por su utilidad como por ser un objeto de estudio en si mismas.

Estas funciones, reales o complejas, son las funciones aritméticas.

1.1. Funciones aritméticas mas comunes

1.1.1. Propiedades generales

Dentro de todas las funciones aritméticas hay unas que merecen especial aten-
cion por la importancia de sus propiedades y porque engloban a la mayoria de las
funciones aritméticas interesantes: son las funciones multiplicativas.

Definicion 1.1.1. Diremos que una funcion f es multiplicativa si f(nm) = f(n)f(m)
siempre que (n,m) = 1.

Definicion 1.1.2. Diremos que una funcion f es completamente multiplicativa si
f(nm) = f(n)f(m) para todo n,m.

Observemos que si n = pi* ---p* y f es una funcién multiplicativa entonces
fn) =TT ).
i

Proposicién 1.1.3. Si f(n) es una funcion multiplicativa entonces g(n) = 3_,,, f(d)
también lo es.
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Demostracion. Observemos que si (m,n) = 1, todo divisor d de mn ha de ser de la
forma d = dyds donde dy y dy han de ser divisores de m y n respectivamente. De
igual manera, cada pareja de divisores de m y n nos da un divisor de mn. Entonces
tenemos

glmn) =Y f(d) =Y fldudy) = | D fdr) | [ D] f(da) | = g(m)g(n).

d|mn di|m dilm da|n

]

Ahora centraremos nuestra atencién sobre las funciones aritméticas mas in-
teresantes, empezando con la funcion divisor.

1.1.2. La funcion divisor

La funcién divisor d(n) se define como el nimero de divisores de n:
dn) =) 1.
dln

Sin = p---p2, los divisores de n son de la forma d = pi* -+ pPr, 0 < B < oy, i =
1,...,r.

Proposicién 1.1.4. La funcion d(n) es multiplicativa.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposicién 1.1.3 O
Corolario 1.1.5. Sin = p{"'---pi entonces d(n) = [[,(1 + o).

Demostracion. Como la funcién divisor es multiplicativa entonces d(n) = [ [, d(p;") =
Hi(l + ). O

1.1.3. La funcién o, los niimeros perfectos y los primos de
Mersenne

La funcién o se define de la forma

o(n) = Z d.

din

Como la funcién f(n) = n es multiplicativa, el siguiente resultado se sigue también
de la proposicion 1.1.3.
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Proposicién 1.1.6. La funcion o es multiplicativa.
Proposicién 1.1.7. Sin = [[_, p{", entonces

r a;+1
p o —1
o(n) = —
Di

=1

Demostracion. Al ser o una funcién multiplicativa es suficiente demostrar que o (p;") =

Pt
pi—1 L
o+
o(pi) =1+pi+pi+ -+ pt = pp'T.

]

Con la funcién o esta relacionado el clasico problema de los niimeros perfectos.

Decimos que un entero positivo n es perfecto si la suma de sus divisores menores
que n coincide con n. Es decir, si o(n) = 2n. El primer nimero perfecto es el 6 cuyos
divisores son 1,2,3 y 6. El siguiente es 28 =1+ 244+ 7 + 14.

El siguiente teorema caracteriza los niimeros pares perfectos.

Teorema 1.1.8. Un nimero par es perfecto si y sélo sin = 2™ 1(2™—1) con 2™ —1
primo.

Demostracidn. Si2™—1 es primo entonces o(n) = o(2™ 1o (2" —1) = (2" —1)2" =
2n y m es un numero perfecto.

Por otro lado, si n es par, n se puede escribir de la forma n = 2™ !s con s
impar y m > 2. Por ser n un niimero perfecto tenemos que

2"s =2m = o(n) = (2™ Ha(s) = (2™ — 1)o(s).

5m - Como o(s) es un entero, 2™ — 1 tiene que ser un divisor

5m—7 también.

Entonces o(s) = s+
de s y por lo tanto

Ya que o(s) es la suma de todos los divisores de s, entonces s y 5-— han de

ser los tnicos divisores de s. Es decir 57> =1y ademés s tiene que ser primo. [

Aunque en este teorema han quedado perfectamente caracterizados los niimeros
perfectos pares, es un problema abierto responder a la pregunta de si existen infini-
tos numeros pares perfectos, que es lo mismo que responder sobre la existencia de
infinitos primos de la forma 2™ — 1, los llamados primos de Mersenne.

También se desconoce la existencia de numeros perfectos impares. No se ha
encontrado ninguno pero no se ha demostrado que no existan.
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1.1.4. La funcién de Moebius

Una de las funciones aritméticas mas importantes en la teoria analitica de
los nimeros es la funcién de Moebius. Aunque la primera definicién de la funcion
pueda resultar algo articial en un principio, aparece de manera natural cuando, por
ejemplo, se trata de contar el nimero de primos menores que una cantidad dada.
Esto lo veremos posteriormente.

La funcién de Moebius p(n) se define de la siguiente manera:

1 sin=1,
p(n) =< (=1)¥  sin es el producto de k primos distintos
0 si n tiene algin divisor cuadrado mayor que 1.

Proposicién 1.1.9. La funcion u(n) es multiplicativa.
Demostracion. Si (m,n) = 1 entonces m = pi*---pd" y n = qfl -+ g% con los p;
distintos de los g;.

Si alguno de los a; o de los 3; es mayor que 1, entonces m o n tienen algin
divisor cuadrado que también lo serda de mn. En este caso u(mn) = u(m)u(n) = 0.

Stag =+ =a, =0 =--- = s =1 entonces u(m) = pu(p;---p,) = (—1)7,
p(n) =plqr---qs) = (=1)"y p(pr-- praa -+ qs) = (=) O
Proposicién 1.1.10.
1, ssn=1
d=1"
dzm:'u( ) {O, sim>1

Demostracién. Al ser p(n) multiplicativa, la funcién g(n) = 3, #(d) también lo es
y por lo tanto, sin > 1, g(n) = [],, g(p™. Pero si p es primo, g(p®) = >_ .. u(d) =
p(l) + plp) + p(p®) + -+ p(p*) =1=140+---+0=0. O

1.1.5. La funcién de Euler

La funcién ¢(n) se define como el nimero de enteros positivos primos con n y
menores o iguales que n.

Proposicién 1.1.11. La funcion ¢(n) es multiplicativa.

Demostracion. Por la proposicién 1.1.10, la funcién ¢(n) también se puede escribir

o) =30 3 ud).

k<n d|(k,n)
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Reordenando las sumas tenemos

o(n) = 3 ntd) s = n 301D,

dln dln

La demostracion se termina con la observacién de que al ser p(d) multiplicativa,
también lo es @. Entonces la funcién @, y por tanto la funcién ¢(n), es multi-

plicativa. O

Corolario 1.1.12.

o1}

pln
Demostracion. Solamente hay que observar que @ es multiplicativa y que % =
pa_];afl _ 1 . l D
p p

Proposicién 1.1.13.

> o(d) =n.

din

Demostracidn. La funcién g(n) = 3_,, ¢(d) es multiplicativa. Por lo tanto sélo hay
que demostrar que g(p™) = p™ para todo primo p y para todo entero positivo m,
Esto es,

g(@™) =Y 6(d) = ¢(1) + ¢(p) + 6(*) + -+ + S(™) =

dp™
=1+p-D+@ —p)+-+@" ") =p"

1.1.6. Promedio de funciones aritméticas

En general, las funciones aritméticas se comportan de un modo bastante irreg-
ular. Los valores d(n), ¢(n), p(n) no dependen tanto de la magnitud de n como de
su factorizacion en niimeros primos.

Tiene por tanto mayor sentido preguntarse por el comportamiento de dichas
funciones en media. Veremos por ejemplo que

D(x) = Z d(n) ~ xlogx

n<x
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y que

-3 o)~ B

n<x

El siguiente teorema va a ser una herramienta importante para estimar sumas por
medio de integrales.

Teorema 1.1.14 (Identidad de Abel). Para toda funcion aritmética a(n), sea A(x) =
Y n<e @) y sea f una funcion con derivada continua en [1,00). Entonces tenemos

S a(n) f(n) = A(x) f(x) - / " AW f (.

n<x

Demostracion. Utilizaremos el hecho de que a(n) = A(n) — A(n — 1) y que f(n) —
f(n—1)= [" f'(t)dt. Definimos también a(0) =0y k = [z].

1<n<k 1<n<k
— Z An Z An)f(n+1)
1<n<k 0<n<k-1
= 5 4 ) = f(n—1)) + A(k)f (k)
1<n<k-1
- - Y Am / f(t)dt + A(k) f(k)
1<n<k-1

En los cédlculos posteriores nos va a interesar el orden de magnitud de algunas
funciones mas que su valor exacto. Para ello introducimos la siguiente notacion:
Notacién:
a) f(z) = O(g(z)) cuando x — oo si existe una constante positiva C' tal que
|f(z)| < C|g(x)| para x suficientemente grande.
x

b) f(z) = o(g(x)), cuando x — oo si lim,_, ’;Ex; =0.
o(g

Anélogamente se definen f(z) = O(g(z)) y f(x) = o(g(x)) cuando z — x.
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También usaremos la notaciéon f(zr) < g(z) y la notacién f(x) > g(z) para
indicar que existe una constante positiva C' tal que f(x) < Cg(x) y f(z) > Cg(z)
respectivamente.

1.1.7. La constante de Euler

Proposicion 1.1.15.

=logn+~v+0(1/n),

| =

>

k=

[y

donde ~ es la constante de Euler.

Demostracion. Aplicaremos la identidad de Abel a la funcién aritmética mas sencilla
de todas, a(n) =1, y a la funcién f(z) = I para estimar las sumas parciales de la
serie armonica.

Dichas funciones cumplen las condiciones de la identidad de Abel con A(z) =

|z] y f'(z) = —=. Tenemos entonces que
1 A mA(t "t (t
ORI SR
—~ k n , t 1 t

> (t > (t
= 1—i-logn—/1 (t—2)dt—i—/ %dt.

Observemos que la tltima integral es O (%) . Entonces
—~ 1 = (1)
Ii ——1 =1- —=dt.
tin (g =1 7

Esta constante es la llamada de Euler:

v = lim ( —logn).

La constante de Euler es una de las constantes, como 7 y como e, que aparecen
de una manera natural en las matematicas. Sin embargo se desconoce, por ejemplo,
si v es un nimero racional o irracional.

e

]
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1.1.8. Formulas de Mertens

Teorema 1.1.16.

1
a) Z %8P _ logz 4+ O(1), T — 00
p<w
1 1
b) Z—:loglogx—f—B—l—O( ), T — 00
D log x

Demostracion. En la prueba de estas leyes asintoticas vamos a utilizar la férmula
log(m!) = mlogm —m+ O(logm),

que la podemos deducir comparando log(m!) con la integral flm log tdt = mlogm —
m, ya que la diferencia

Z log k — / logtdt| <
=1

< |logk —log(k — 1)| <
k=2

<>

log k — / log tdt‘

II
—

Ms

O(1/k) = O(log m)

B
Il

1

a) Por el lema 1.2.4 sabemos que m! =[], p°#, donde aj, = [ 2]+ [ 5|+~

Tomando logaritmos obtenemos la relacién:

log(m!) = Z {%J logp+ > (Z L%J logp)

p<m p<m \k>2
1
= Z ng—l—Z(\‘TJ ——) logp + O(m)
psm p p<m p
1
= Z BP0 (Z logp) + O(m)
p<m p p<m

Teniendo en cuenta que log(m!) = mlogm+O(m) y que ), logp < (logm)m(m) =
O(m), resulta que:

1
mlogm + O(m) = mz o]g);p + O(m).

p<m

Es decir,

1
Z in =logm + O(1).

p<m
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b) La segunda suma la escribimos de la forma

1 1
Z =y ot > fogmi)

p<x p<z 10g pp

donde a(n) = lof)p

Estamos en condiciones de aplicar el lema de sumaciéon de Abel:

11 . T At
Zp N long( )+/2 t(logt)Zdt’

(n) = 0 en caso contrario.

p<z
donde |
A(t) = 3 aln) = 3 =5 = logt +0(1)
n<t p<t p
por el resultado anterior.
Tenemos que:
At) —1
/ / Mdt — I, + I,
9 tlogt t(logt)?
I, = / = loglogx — loglog 2.

() logt > o)
L = / t(logt)? dt_/m t(logt)th

B A(t) — logt 1
N / t(logt)? “tlognz WO logz )

1 1
Z—zloglogx+B+O( ),
P log x

p<z

Por lo tanto,

donde  A(t) — log!
B=1—1loglog?2 —r >
ostos2-+ [ S

]

Observacién 1.1.17. Puede demostrarse que la constante B tiene la forma sigu-

rente: . .
oo (-3)4)
2 b))

donde v es la constante de Fuler.
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1.1.9. La funcién r(n). Puntos de coordenadas enteras sobre
circunferencias

Dado un entero positivo n, se define r(n) como el nimero de sus representa-
ciones como suma de dos cuadrados.

r(n) =#{n==1t"+s": st €7}

Por ejemplo 1 = (£1)? + 0% = 0? + (£1)? y, por tanto 7(1) = 4. De igual manera
tenemos r(2) =4, r(3) =0, r(4) =4, r(5) =8, r(6) =0, r(7) = 0, r(8) = 4, etc..

Basta echar una ojeada a una tabla de valores de r(n) para percibir su caracter
irregular. Por ello es razonable definir la funcion

k=1

de tal manera que @ sea un promedio de r(k) y esperar que esta nueva funcién

tenga una distribucion de valores mas regular.

Ambas funciones tienen una representacion muy sencilla en trminos del reticulo
fundamental:

r(n) = ntmero de puntos del reticulo Z*(de coordenadas enteras) que estén
situados sobre la circunferencia de radio y/n y centro el origen.

R(n) = ntimero de puntos de coordenadas enteras situados en el circulo de
centro el origen y radio y/n.

El siguiente resultado, debido a Gauss, nos da el orden de magnitud de la
funcién R(n) para valores grandes del entero n.

Teorema 1.1.18.
R(n) = mn + O(v/n).

Demostracion. A cada punto v de coordenadas enteras le asociamos el cuadrado de
area uno, @, que le tiene como vértice suroeste. El nimero R(n) es igual al area
de la region F' del plano formada por la unién de los cuadrados (), tales que v
estd dentro del circulo 22 + y? < n.

Este drea no es exactamente igual al drea del circulo de radio y/n, pues algunos
de los cuadrados escogidos tienen parte fuera del circulo, mientras que quedan por-
ciones dl circulo sin recubrir.

Sin embargo podemos trazar dos circulos C y Cs centrados en el origen y de
radios respectivos y/n — V2 v /n+ V2 tales que

CyCc Fcds.
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Por lo tanto, m(y/n — v/2)? < R(n) < 7(v/n + v/2)?, lo cual implica que R(n) =
mn + O(y/n). O

Este resultado fue obtenido por Gauss a principios del siglo pasado. En torno
al afio 1906, W. Sierpinski demostré que el error E(n) = |R(n) —7n| era O(n'/?). El
mejor resultado hasta la fecha se debe a Iwaniec: E(n) = O(n22¢) para todo € > 0.

En el otro sentido Hardy y Landau probaron que la relacion £(n) = O(n'/*)

es falsa. Es un famoso problema de la teoria de los niimeros encontrar el orden de
magnitud exacto del error E(n). {Es cierto que E(n) = O(n'/4*¢) para todo € > 0?

1.1.10. Promedio de la funcion divisor

La funcién d(n) ha sido estudiada en el capitulo anterior. Andlogamente al
caso anterior, consideramos,

D(n)=>_d(k).

. D . , .. . . ,
EL cociente % mide el nimero de divisores que, en promedio, tiene un nimero
comprendido entre 1 y n.

Veamos la interpretaciéon geométrica: d(n) es el nimero de puntos de coorde-
nadas enteras del primer cuadrante que estan sobre la hipérbola zy = ny D(n) es el
nimero de puntos que se encuentran en la regién R comprendida entre la hipérbola
ry=nylasrectasx =1,y = 1.

Teorema 1.1.19.
D(n) =nlogn+ (2y — 1)n+ O(y/n)

donde v es la constante de Fuler.

Demostracion.
Dn) = Y dk)=>_ > 1=)1
k<n k<n ab=k ab<n
S SEES SRS SEEE) SRV
ab<n ab<n ab<n ab<n

a<y/n b<vn a,b<y/n a<y/n
n n
> bJ —n+0(vn) =2 Y = —n+0(vn)
a<y/n a<y/n
= 2nlog(v/n) + 2ny —n+ O(V/n).
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1.1.11. Puntos visibles desde el origen

Un punto de coordenadas enteras es visible desde el origen si el segmento
rectilineo que une dicho punto con el origen no contiene a ninguin otro.

Es facil observar que el punto de coordenadas enteras (a, b) es visible desde el
origen si y sélo si (a,b) = 1.

Consideremos la regién cuadrada del plano 1 < x <r, 1 <y <r.

Sea N (r) el nimero de puntos de coordenadas enteras en este cuadrado y sea
N’(r) el nimero de ellos que son visibles desde el origen.

El cociente J]VV/((:)) mide la proporcion de puntos del cuadrado que son visibles
desde el origen.

Teorema 1.1.20. El conjunto de coordenadas enteras visibles desde el origen tiene
densidad ﬂ%

Demostracion. Por simetria tenemos que

Nr)=—=142 > > 1=-1+2 ) 6(r)

1<n<r 1<m<n 1<n<r
(m,n)=1

donde ¢ es la funcién de Euler.

Recordando que ¢(n) = 3, p(d)% y reordenando las sumas tenemos

Do) = DD ud)s =33 nldy

n<r n<r dn n<r gq,d
qd=r
B [r/d]|([r/d] + 1)
= Z p(dg=> p(d) Y q=> pd { ;
d<r q<[r/d] d<r
ngr
r? r 7% = p(d) 1
- Zu(d){ﬁ+0(d)}_§ o) S
d<r d<r d<r
r? o= pl(d) p(d) 2 1)
= T2 e g tO\rlg) =72 tOlsr)
d=1 d>r d<r d=1
oo p(d)

Para calcular la constante ) ,~, =z volvamos a la identidad de Euler comentada
en el capitulo 1.
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-1
Si s > 1 tenfamos que ¢(s) = > 7, 7 = [, (1 — I}) . Entonces

n=1 ns

-3 £

p n=1

Es bien conocido que ((2) = %2. Asumiendo este hecho, tenemos que

Z o(n) = %TQ + O(rlogr).
n<r 7T
Obviamente N(r) = r? + O(r). Luego

N'(r) _ Zar®+O0(rlogr) & +0 (%)
N(r) r2 4+ O(r) N 1—1—0(%)

Haciendo tender r a infinito obtenemos el teorema.

1.2. Ejercicios del capitulo 2

13

1.2.1. El conserje de un hotel cierra todas las puertas el primer dia, el sequndo abre

las pares, el tercer dia vuelve (si estaba abierta la cierra y viceversa) las maltiplos

de 3, el cuarto dia las multiplos de 4, etcétera.

¢ Qué puertas quedaran cerradas al final del proceso?

1.2.2. Demostrar que la funcion f(n) = [\/n] — [V/n — 1] es multiplicativa pero no

completamente multiplicativa.

1.2.3. Caracterizar los numeros que tienen 60 divisores.

1.2.4. Demostrar que n es perfecto si y solo si Zd‘n 2.

1_
L=

1.2.5. Determinar los enteros n tales que Hd|n d = n?

1.2.6. Demostrar que 3, .\, d(m?) = d*(n).

1.2.7. Demostrar que
4

i d(n) _ =
£ n? 36
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1.2.8. Demostrar que, dado k > 1, la suma de los inversos de los enteros positivos
con exactamente k divisores es convergente si y solo si k es impar.

1.2.9. Demostrar las identidades

[[d=n"7 Y dm)= > dm)
mln

dn mln

2

1.2.10. Demostrar que un nimero perfecto impar no puede ser de la forma p®q°,
p,q primos. Demostrar que tampoco de la forma p*¢®rY, p,q,r primos.

1.2.11. Demostrar que para todo € > 0 se tiene d(n) = O(n¢). Demostrar también
que la estimacion d(n) = (logn)" no es cierta para ningin .

1.2.12. Demostrar que

Z o n¢2(n)

m<n
(m,n)=1

é(n)

1.2.13. Calcular limsup,, ., =~ y liminf, . ¢n)

n

1.2.14. Demostrar que el conjunto {@, n > 1} es denso en el intervalo [0, 1].

1.2.15. Demostrar que o(n) = O(nlogn).

1.2.16. Demostrar que
1
L o)
2 n?

1.2.17. Usar los dos ejercicios anteriores para concluir que ¢(n) > n/logn.

1.2.18. Buscar todos los enteros tales que a) ¢(n) =5, b) p(n) = ¢(2n), c) p(n) =
12.

1.2.19. Demostrar que Y, p(d) = [p(n)|.

1.2.20. Sea g(n) = >, f(d). Demostrar que f(n) =>_,, m(d)g(n/d).
1.2.21. La funcion de Mandgoldt se define de la siguiente manera:

A(n) logp, sin es una potencia de un primo p
n)=
0 en otro caso.

Demostrar que 3, A(d) =logn y que 3, pu(d)logd = —A(n).

Demostrar también que

¢(s) _ _N~A)
¢(s) 2 n

n=1
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1.2.22. Demostrar que para cada 0 < o < 1 se tiene el desarrollo asintotico

1 xl—a
R o O(x™¢
o 1_a+c +O(z™9)

n<x
para una constante c,.

1.2.23. Estimar el nimero de fracciones irreducibles en el intervalo [0,1] con de-
nominador menor o igual que N .

1.2.24. Sears(n) = #{n = 2*+y*+2*: z,y,z € Z}. Hallar una férmula asintdtica
para R3(z) =), . 73(n).

1.2.25. Se dice que un entero positivo es libre de cuadrados si no es divisible por
ningun cuadrado mayor que 1. Utilizar el ejercicio anterior para estimar el nimero
de enteros positivos menores que x que son libres de cuadrados.

1.2.26. Hallar una formula asintdtica para , ., o(n) donde o(n) =3, d.

n<x



