Seriesle Fouriery femymenaode Gibbs

Rober to Rodr fguez-del-R Yo & Enriqgue Zuazua
Departamerio de Matemética Aplicada
Universidad Complutensede Madrid
28040Madrid, Espanra
e-mail: rr_delrio@mat.ucm.eszuazua@eucmax.sim.ucm.es

Resumen

En estetrabajo describimosla g&nesisde las seriesde Fourier a
trav@sde los trabajos pionerosde nales del siglo XVI Il y principios
del XIX en la resolucdn de dos de las Ecuacionesen Derivadas Par-
ciales (EDP) m$s importantes: la ecuaciyh de ondasy la del calor.
Las seriesde Fourier han generadoun gran nfimero de trabajos de
investigacidn y han dado nombre a una de las §reasmgs importantes
del Antilisis Matem@tico, el An§lisis de Fourier o An§lisis Arm®nico.
Son muchas las cuestionesmateméticas bfisicasy atractivas que las
seriesde Fourier plantean. Entre ellas cabe destacar el fen§imeno de
Gibbs a cuyo an§lisis dedicamosparte de estetrabajo. Por fitimo, co-
mo apoyo a la lectura del artficulo, sedescriben varios programaspara
el asisterte matem§tico Matlab que permiten estudiar gr§f camente
estascuestiones.

1. Intro ducci¥n

En cualquier curso introductorio de Ecuacionesen Derivadas Parciales
(EDP) siemprepodemosencorirar dosimportantes ejemplos:la ecuacidin de
ondasque, ensuversidn mfselemernal, descrike las vibracionesde una cuer-
da ja endosextremosy; la ecuacidin del calor que describe cimo °uct fja el
calor alo largo del tiempo a travsde un s§lido. Sin enmbargo, no siemprese
ponede mani esto la importancia e in°uencia realesque estosdosproblemas



han tenido en el desarrolloposterior de t§cnicasy teorfias, que han enrique-
cido, y lo siguenhaciendohoy en dfa, a la Matemética y sus aplicaciones.
Entre estas,cabe citar el desarrollode las seriestrigonométricas y el An§lisis
de Fourier, que iremosestudiando,en parte, a lo largo del artfculo.

El trabajo est§ estructurado de la forma siguierte:

En la seccthh 2, seha hedo un pequeto recorrido histfirico de la ggnesis
del An@lisis de Fourier, a partir de los primeros estudiosrelacionadoscon los
intentos deresoher el problemade la cuera vibrante hastallegar al fenfimeno
de Gibbs

En la seccdh 3, seanalizanlos dos problemascl§sicosde Ecuacionesen
Derivadas Parcialesque dieron lugar al An§lisis de Fourier: la ecuacgh de
ondasy la del calor.

En la seccth 4, se estudian algunos aspectos cl§sicosdel fenfmeno de
Gibbs

Por gitimo, enla seccth 5, seincluyen los c§digosde algunosprogramas
realizadosen Matlab para la elaboracifin de las gr§ cas que aparecenen el
artficulo, con una intencifin claramerte didfictica.

Respecto de la bibliograffa, aunqueno seha pretendido que seaexhausti-
va, fquesehaincluido unaimportante cartidad de las referenciashistjricas
originales, de maneraque el lector interesado,puedarecorrer por §f mismo
los pasosseguidospor los protagonistasdel desarrollode las cuestionesma-
temégticas mencionadasaqufi.

2. Notas histfricas

2.1. Los precursores

Una serie trigonom@trica esuna expresdh de la forma

ap  * .
—+ [ax cogkx) + by sin(kx)] (2.1)

2 k=1
dondeay y b conk = 0; 1;2;::: sonconstartes. Sital seriecorvergeparatodo
x tal quejl < x< +1 , enalgfin sertido que precisaremoangs adelarte,
ertonces represetarf una funcifin perifidica de perfodo 2v4y bastar§ por
tanto estudiar su restriccifin al intervalo [j %%}
La cuestdn de si una funcifin arbitraria f (x) (con x 2 [j %¥)), puede
expresarsecomo una expansdh del tipo (2.1) aparecea mediadosdel siglo



XVI1l asaiada a los estudiosde L. Euler (1701-1783)y de D. Bernouilli
(1700-1782)sobreel problemade la cuera vibrante, comerado en el apar-
tado 3.1.

Bernouilli llega al punto de plantearse la solucdn del problema de la
cuerdavibrante enforma de serietrigonométrica a partir de consideraciones
de tip o ffsico,que le llevan a pensarque la cuerdaoscilainvolucrandovarias
frecuenciasal mismo tiempo, cuyas amplitudes respectivas dependende la
forma inicial de la vibracifin, esdecir, del modo en que se haya empezadoa
mover la cuerda. Esta posibilidad, descubiertapor Bernouilli, eslo que hoy
llamamosprincipio de superposicifin y ha resultado serun principio de gran
importancia en muchas ramasde la Ffisicamatem&tica.

Sin embargo, Euler ertiende que estaidea de Bernouilli lleva a un resul-
tado aparertemerte parad§jico, de acuerdocon algunosconceptosmatemati-
cosde su tiempo. A saker, el hedo de que una funcifin \arbitraria"pueda
ser expresadaen forma de serie trigopnom@trica. Hay que tener en cuenta,
gue para los matemdticos cortempor§ineosde Euler, las curvas se dividfan
en dos clases:curvas \continuas: curvas \geom@tricas". En cortraste con la
terminolodfia adoptadahoy en dfia, una curva sededa \continua"si susorde-
nadasy susabscisagpodfan conectarsemediarte algunafirmulay = f (x).
Por otra parte una curva se denominaba\geom@trica"si podfa dibujarse de
algunaforma con trazos cortinuos o discortinuos. Pensabanpor tanto, que
la segundacategofia de curvas era m§isamplia que la primera, ya quelo que
nosotrosdenominamoscomouna funcifin cortinua a trozos, puededibujarse,
pero no puedeexpresarsesi no escon varias firmulas (sobreel desarrollodel
conceptode funcifin, puede consultarse[Lu].) Asf, si una funcifin \arbitra-
ria"p odffla expresarsepor ejemplo,como una serie de senos(es decir, como
(2.1), peroconas = O parak = 0;1;2;:::), estosigni carfla que cualquier
curva \geom@trica"seffa tambi®n una curva \continua”, lo cual, para Euler
y suscortemporgneos,era simplemerte increfble.

Por otra parte, para cortribuir m§safjn a estedebate,la soluci§in al pro-
blema de la cuerda vibrante de Bernouilli compite con otra aportada por
J.R. d'Alembert (1717-1783)en forma de una onda que avanzay otra que
retrocede,que sedeterminan a partir de la posicdin y velocidad iniciales de
la cuerda.En particular, d'Alembert considerabague la maneram§s natural
de hacer que una cuerdaempezasea vibrar era desplazarlade su posicdn
de equilibrio tirando de algfin punto de ella. Esto hace que su posicdn ini-
cial se puedarepresetar mediarte dos rectas que forman un determinado
fingulo (ver gura 1). Para d'Alembert la naturalezade estacurva hadfaim-
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Posicion inicial

/\.

Ll

0  Posicién de equilibrio
Figura 1: Posicin inicial natural sedin d'Alembert

posible pensaren que pudieseexpresarsecomo una serietrigonomgtrica, ya
guesetrata, comoseha comeriado m§sarrriba, de una curva \geomgtrica",
mientras que la serietrigonom@trica seffa una curva \continua".

2.2. Jean Baptiste Joseph Fourier

La chaleur p§nitre, commela gravit §, toutes les substancesde I'univ ers, ses
rayons occupen toutes les parties de I'espace.Le but de notre ouvrage est
d'exposerleslois math§matiquesque suit cet §lfmert. Cette th®orie formera
d&sormaisune desbranchesimportantes de la physique g&nrale.

Th®orie analytique de la chaleur
Discours pré&liminair e. JosephFourier

Figura 2: Barfin Jean Baptiste JosephFourier



El problemade si una funcifin cualquierapuederepresemarse mediarte
una serie trigonom@trica reaparecemgs tarde con el matem4tico francsJ.
Fourier (1768-1830).

En una memorablesesdh de la Academia Francesade las Ciencias, el
dfla 21 de diciembre de 1807, Fourier presenaba un trabajo que iba a abrir
un nuew cagfitulo en la historia de la matem&tica: la creactdh del An§lisis
Arm®nico o, comotambi®n sele conace a partir de sustrabajos, el An§lisis
de Fourier.

Fourier halffa deducidouna ecuacdh que descrilffala conduccdh del calor
a trav@sde los cuerpos sfllidos, la ecuaci§in del calor (que analizaremosen el
apartado 3.2). Perono s§lo la halfffla deducido,sino que halffla desarrolladoun
m@todo para resolerla, el m§tado de sefaracifin de variables procedimierto
gue, en cierto modo, halffa sido utilizado ya por Bernouilli para su soluciin,
aunqueesFourier quien lo empiezaa usar de una manerasistengtica en la
resoluctdh de Ecuacionesen DerivadasParciales.La aplicacidn de la t&§cnica
de separacifih de variables a la ecuacgh del calor, le condujo a escribir la
solucidin enforma de serietrigopnométrica, e inclusollegara a rmar quecual-
quier funcifin f (x), perifidica de periodo 2% se puede poner como una serie
de la forma (2.1). Y, para ello, incluso encorirp las firmulas (de Fourier)
gue permiten calcular los coe cientes de la serieasaiada a la funciin

Zy,

a = 1} f (X) coskx)dx; k=0;12::: (2.2)
7z i Ya
Zy,

b = 1 f (x) sin(kx)dx; k=1,2::: (2.3)
Ya i Ya

Aunque la represetacifin de una funcifin en serietrigonom$trica sehalffa
consideradoantes de Fourier, como hemosvisto en el apartado 2.1, nadie
antes que Fourier pusode mani esto la correspndenciaertre funcifin y co-
e cientes.

Sin enbargo, tampoco el trabajo de Fourier fue aceptadoa la primera,
mg§ixime teniendocomoparte del auditorio a matem4ticoscomoJ.L. Lagran-
ge (1736-1813)P.S. Laplace (1749-1827)y A.M. Legendre(1752-1833)que
criticaron abiertamerte la falta de rigor del tratamiento de Fourier. De he-
cho, Fourier tuvo querehacersu trabajo ya que sumemoriano fue aceptada
en un primer momerto. No obstarte, nalmente susideasfueron aceptadas
y fueron expuestasanos despus,en su obra de 1822, Th@orie analytique de
la chaleur ([Fo]).



Hay que aradir que el estudio de las seriesde Fourier cortribuy$¥ de ma-
nera decisiva a clari car la idea de funcifin hasta el moderno conceptode
nuestrosdfias. Todo este tratamiento posterior est§ asaciado a nombres ta-
lescomo P.G.L. Dirichlet (1805-1859),B. Riemann (1826-1866),G. Cantor
(1845-1918)y H. Lebesgue(1875-1941) Para consultar el desarrollohistri-
co posterior de las seriesde Fourier, hasta las aplicacionesreciertes, puede
consultarsela referencia[Du].

2.3. Una protub erancia romp e la armon fa

Una de las muchas derivacionesinteresarnes, aunque desdeluego no la
m§s importante, a que ha dado lugar el an§lisis de Fourier, es el llamado
fenfmeno de Gibbs que surgea mediadosdel siglo XIX. A €l dedicaremos
la seccthh 4. Agquf s§lo vamosa mencionaralgunasanotacioneshistfiricasde
este\rincpn del Anfilisis Arm®nico”, (sedlin palabrasde E. Hewitt y R.E.
Hewitt, [HH]).

H. Wilbraham obsendien 1848([W]) que, en puntos cercanosa una dis-
continuidad de una funcifin f , las sumasparcialesde la seriede Fourier de f
presertiaban un comportamiento oscilatorio anfmalo que hadfa quelas gr§ -
casde las sumasparcialesexcedieranen aproximadamerte el 9% del valor
del salto de la discortinuidad. Este trabajo de Wilbraham cay$ en el olvido,
hastaquehacial898volvi% a reapareceenun contexto distinto. Fuede mano
del Premio Nobel en Ffsica(1907) A. Michelson,cient¥ co norteamericano,
invertor y constructor de numerososinstrumentos ffsicosde gran precisign.
Michelsonconstruy§ un aparato llamado analizadorarm@imico que permitfa,
medhicamerte, determinar hastalos 80 primeroscomponertes de la seriede
Fourier, a partir dela gr§l ca deunafuncifiny = f (x). Michelsonobsendique
para una funcifin de tip o salto, en las cercaffasdel punto de discortinuidad,
apare®a una extrana protuberanciaque no apare@a en la funcifin original.
En un principio crey§ que podfa debersea un defectomedhico del aparato.
Una vez veri cado que podfa no ser a¥, escrike al ffsico-matenaffico J.W.
Gibbs, que investigf y explic§l el fendmeno ([G]) basihdoseen la no con-
vergenciauniforme de la serie de Fourier en las cercaifas de un punto de
discortinuidad.

Para tener una visifin m§s completade todoslos avatares histfricos con-
cerniertes a estasingular p§iginade la Historia de las Matem@ticas, incluidas
disputasy cortroversiassobrela prioridad del descubrimierio, puedencon-
sultarselas referenciagGo] y [HH].



Este fen§meno, que se conace como fenfmenode Gibbs (o fenfimenode
Gibbs-Wilbraham), tiene consecuencia$fsicasinteresaries. Por ejemplo, en
el casode circuitos el§ctricos en los que, por medio de un connutador, se
puedencrear saltos de voltage. Dado que este voltage puede sobrepasaro
inicialmente previsto, resultaimportante concacer estadesviacdh en relacifin
con la respuestade los componertes del circuito.

3. Ondas y calor

3.1. El problema de la cuerda vibran te

Considegemosa ecuacidn de ondas

2 Up i Uy =0; O<x<lL;, t>0
o u(0;t) = u(L;t) = O t>0; (3.4)
u(x; 0) = Ug(x); u(x;0) = 0; 0< x < L:

El sistema(3.4) esun modelo simple para el an§lisis de las vibracionesde
una cuerda de longitud L (que ocupael intervalo espacialx 2 (0;L)) y que
esty ja ensusextremosx = O;L. La incfignita u = u(x;t), que dependedel
espaciax y deltiempot, denotala altura ala queseencuerttra el punto x dela
cuerda(del intervalo (0; L)), enelinstante detiempot (ver gura 3). Setrata
de una ecuacdh en derivadasparcialesde ordendos,complememada por dos
condicionegde cortorno quere®ejan el quela cuerdaes® ja ensusextremos.
Para ver suderivacifin a partir de las correspndiertes consideracione$fsicas
sepuedeconsultar [St].

u

u(x,t)

Figura 3: Cuerda

En la gltima ecuacdh de (3.4) seestablecenas condicionesiniciales que
la solucin ha de satisfaceren el instante t = 0. Al tratarse de una ecuacdh
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de segundoorden en tiempo imponemostanto la con guracifin inicial de u,
Ug, como la velocidad u(x; 0) = 0, condici§n §sta que expresael hedo de
guela cuerdaseencueltra enreposoantes de soltarla. Sin embargo, en otras
situaciones,puedetener sertido dar un valor u;(x) para la velocidad inicial,
conlo quela condicidin quedafa u;(x; 0) = uy(x).

Mediarnte u; (resp.uy) denotamosla derivada parcial de u conrespectoa
t (resp.x). De estemodo, uy represeta la derivada parcial de orden dosde
u conrespectodet dosvecesM8sadelarte tambi§n utilizaremosla notacifin
@ (resp. @) para denotar el operador de derivacifin parcial conrespectoa t
(resp.x). Asimismo @ (resp. @), denotar§ el operador de derivacifin parcial
conrespectoat (resp.x) dosveces.

Como hemosindicado en el apartado 2.1, en 1747d'Alembert ([D1],[D2])
propuso la siguierte expresth para la solucdin generalde la ecuacdh de
ondassin condicionesde cortorno

ux;t) = f(x+t)+ g(xi t): (3.5)

Corviene obsenar que la expresgh de la solucdin u que (3.5) proporciona
no esm§s que la superposicidn de dos ondasde transporte: f (x + t) que se
desplazasin deformarsea velocidad 1 en la direccidin negativa del eje de las
X, mientras queg(x i t) lo hacehaciala dereda. No esdiffcil comprobarque
(3.5) proporcionala expresdh de la solucdn generalde la ecuacdh de ondas.
En efecto,basta obsenar que el operador diferencial @ j @ involucradoen
la ecuacdh de ondasse puedefactorizar como

@i @=(@+ @) (@ @): (3.6)

Vemosenoncesque las dosondasde transporte enlas que sedescompnela
solucidin, correspndena las solucionesde las ecuaciones

(@+ @Qu=0;(@i @u=0 (3.7)

respectivamerte. En efecto,la solucin de la primera ecuacdh esde la forma
u=g(xj t) mientras quela dela segundaesu = f (x + t).
Posteriormenrte, D. Bernouilli en 1753 en [Be] obtuvo solucionesde la
ecuacdh de la cuerdavibrante de la siguierte forma:
2 A ! A !
u= b, cos k—/4t sin k—1/4x : (3.8)
k=1 L L



Si la longitud de la cuerdafueseL = ¥ las solucionesquedafan

u= * b cos(kt) sin(kx) : (3.9)
k=1

Bernouilli halfia llegadoa estasoluci§in sugerponiendo solucionesle la forma
Uk = b cos(kt) sin(kx) : (3.10)

Un simple c§lculo permite comprobar que la funcifin de nida en (3.10) es
solucn de (3.4). Obviamerte, en la §poca de D. Bernouilli el conceptode
seriede funciones,o incluso el propio conceptode funcifin, no estabanaun
bien de nidos, por lo que en estepunto la serie(3.9) ha de serinterpretada
de maneraforma. Sin embargo, hemosquerido constatar que D. Bernouilli
ertendi) que la superposicidn de solucionesde base como (3.10) permite
construir clasesms generalede solucionesde (3.4).

Una primera cuesti§in importante que seplantea de maneranatural esla
coincidenciade expresioneslel tip o (3.5) y (3.9). Efectivamerte, enla medida
en que para datos iniciales jados (posici§n y velocidad inicial de la cuerda)
la solucdin de (3.4) esfnica, y si las dos represetaciones(3.5) y (3.9) son
vélidas, ambas han de coincidir.

Esto esefectivamerte ag. Consideremosino de los t&§rminosinvolucrados
en (3.9). Es decir, una solucin de la forma coskt) sin(kx). Utilizando las
frmulas trigonom@tricas habituales vemosque

cogkt) sin(kx) %[sin(k(x + 1)) + sin(k(x j t))]

= S+ 0+ flx O]

donde
fk(z) = sin(kz):

Tratando de un modo an&llogolos demds t&rminosde (3.9) vemosque, efec-
tivamerte, la funcifin desarrolladaen seriesde Fourier (3.9) puedeserescrita
en la forma (3.5) comosuperposicin de dosondasde transporte.

Esta simple obsenacidin ilustra el modo en que en un desarrolloen se-
rie de Fourier puede detectarsela velocidad a la que se propagala funcifin
represemada por dicha serie.Efectivamerte, tal y comomenciordbamosante-
riormente, comosedesprendade la firmula de d'Alembert (3.5), la velocidad
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de propagacdh en el modelo (3.4) es 1. Esto puede obsenarse tambi®n en
el desarrolloen seriede Fourier (3.8) por el simple hedio de que a una os-
cilacifin espacialsin(kx) le corresppnda una respuestatemporal de la forma

b cogkt).

Seobsena asimismoque en la ecuacdh de ondas consideradahay una
ausenciade dispersifin, entendiendopor dispersidn el fendmenosedin el cual
los diferertes componertes de Fourier sepropagana velocidadesdistintas, tal
y comoocurre en el cl§sicomodelo de Korteweg-deVries [K] para el avance
de las olaso enla ecuacth de Scrédinger.

Evidentemerte, los efectosdispersivos hacenque la forma de la solucdin
cambie completamene en el tiempo.

Para convencerseale §stobastaconsiderarla ecuacdh deKdV linealizada:

ut + UXXX = 0:
En estecaso,si el dato inicial esde la forma

X .
u(x;0)=  aek” (3.11)
Kk 1

la solucdn correspndierte es

u= a’ o, (3.12)
k1

Obsenamosentoncesquelasdiferertescomponertesde Fourier dela solucidin
sonde la forma e«*#tdk¥ = f, (k214t + x) conf(z) = €k*2. Por lo tanto,
cadacomponerte de Fourier sepropagaa una velocidad distinta j k2%%.

3.2. El problema de la difusifon del calor

Como hemosmencionadoen el apartado 2.2, Fourier analiz§ el problema
de la difusifin del calor en su tratado cl§sicode 1822,([Fo]), llegandoa esta-
blecer,a partir de principios f§sicos,la ecuacth generalque delfla satisfacer

la temperatura u
B ye-g e

gue esla ecuacidn (tridimensional) del calor.
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La ecuacifin (unidimensional) del calor (cuya derivacifin se puedever en
[Si], pp. 324-325)es

8
2 Ui Uy =0 O<x<L; t>0
o u@t) = u(L;t) =0, t>0; (3.14)
u(x; 0) = up(x) 0< x< L:
U )
| |
0 X L

Figura 4: Varilla de longitud L

El modelo (3.14) descrike la variacifin de la temperatura a lo largo de
una varilla de longitud L (ver gura 4). Sesuponeque eslo su cientemerte
delgadacomo para que en todos los puntos de cadaseccth perpendicular a
la varilla se puedeconsiderarel mismo valor de la temperatura. Suponemos
asimismo,que la varilla es#§ completamerte aisladadel exterior, de manera
gue no pueda‘uir calor a trav@sde su super cie lateral.

Las condicionesu(0;t) = u(L;t) = 0 son las condicionesde cortorno,
gue nosindican que, en los extremos,la temperatura se mantiene nula. En
la préictica, frecuertemerte, estascondicionesse sustituyen por otras de la
forma uy(0;t) = ux(L;t) = 0, enlas que quedare®ejado el heco de que el
°ujo de calor a trav@sde la frontera esnulo.

La gltima condicidn, u(x; 0) = up(x), esla condicidn inicial y descrike,
por medio de la funcifin ug(x), cufll esla distribucithn de temperaturas que
halffa inicialmente a lo largo de la varilla.

Como ya hemosmencionado,J. Fourier no sflo dedujo la ecuacth del
calor sinoqueestablecdjun programasistengtico de resoluch de Ecuaciones
en Derivadas Parciales, el m§tado de sep@racifin de variableso m#§todo de
Fourier queinvolucra varias etapas:

» Descommsicidn de los datos del problemaen seriesde Fourier.
= Obtencifin de la ewlucifin de cadacoe ciente de Fourier en funcifin de

la EDP y de los datos.
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» Reconstruccth de la soluc§n como superposicidn de cada una de las
componertes de Fourier (seriede Fourier).

A diferenciadel procedimieno utilizado por d'Alembert y Euler que con-
sisfla fundamenalmente en superponer solucioneselemettales de la forma
(3.10), encortradas ad hac para la ecuacdh de ondas; Fourier ataca el pro-
blema de una maneram§s general.

En primer lugar sebuscansolucioneqjue seanfuncionescon las variables
separadas,

u(x;t) = X(X)T(t) (3.15)

Esto da lugar a dos EcuacionesDiferencialesOrdinarias, para X (x) e T(t),
respectivamerte que, junto con las condicionesde cortorno, dan lugar a dos
grupos de solucione$

Xk(x) = sin(kx); k=1;2;3;::: (3.16)

T ()= e ¥ k=123 (3.17)

(los detallessobrela solucin de estosproblemaspuedenconsultarseen cual-
quier texto de ecuacionespor ejemplo, [Si] o [Zi])
Por lo tanto, las solucionesproducto resultartes sefh

ug(x;t) = € ket sin(kx); k= 1;2,3;::: (3.18)

Aplicando el principio de superposicifin, tambi®n seil soluci§n cualquier
combinacifin lineal nita de las funcionesanteriores, esdecir,

biui(X; t) + bpus(X; t) + i+ Bua(X; t) (3.19)

Sin enbargo, Fourier va m§s alli y a rma, sin preocuparsedemasiado
sobre los problemas de cornvergencia, que tambi®n la siguierte funcifin es
solucidn de la ecuacdh del calor

* o,
u(x;t) = be ¥tsin(kx) (3.20)
k=1

LEstas solucionescorresponden realmerte al casoen el que la longitud de la varilla es
L=
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Y paraqueestoseaad, necesitaque sesatisfagala condicin inicial u(x; 0) =
uo(x). Por lo tanto, necesitapoder desarrollarla funcifin ug(x) enla forma

*
u(x; 0) = b sin(kx) (3.21)
k=1
Pero, para Fourier, este problema queda resuelto en tanto en cuarto sea

posible calcular los coe cientes b, mediarte la firmula
z Ya

=2 f (x) sin(kx)dx (3.22)
Ya o

Este es pues el punto cortrovertido del trabajo de Fourier y la razfin
por la que Lagrange, Laplacey Legendreno van a aceptar el trabajo de
Fourier sin m§s. Sin embargo, el pasodel tiempo y, fundamenalmente, los
posteriorestrabajos de Dirichlet y de Riemann sobre las condicionespara
gue una seriede Fourier seacorvergerie, acabandando al an§lisis de Fourier
la importancia que realmerte tiene.

Fourier tambi§n estudia el casoestacionario (independierte del tiempo
t) dela ecuacdh del calor

@u, Gu, Qu_, (3.23)
@2 @2 @2
al que aplica tambi®n su m&todo de separacth de variables. Esta ecuacdh,
gue se suelellamar ecuacidin de Laplae ha dado lugar a la rama de las

matem&ticas denominada Teorfla del Potencial, de suma importancia a la
hora de estudiar fen§fmenoscomola gravitacifn.

4. Fen®ifmeno de Gibbs

Esta seccthh est§ erteramerte dedicadaal fendmenode Gibbs. En pri-
mer lugar lo describiremosmediarte un ejemplo concreto: la funcifin salto,
tambi®n veremoslas gr§l cas de las sumasparcialesde Fourier para la fun-
cifin delta de Dirac. Despus analizaremoslas gr§f cas que se producen al
sumar los t§rminosde las sumasparcialesde Fourier de una forma diferente:
el m§todo de sumacijh de Fej§r. Adem&is compararemodas gr§ cas obteni-
das mediarte las sumasparcialesde Fourier y las sumasparcialesde Fej§r,
obsenando un curiosofen§imeno.
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4.1. Fenfimeno de Gibbs en series de Fourier
41.1. La funcifon salto
Consideremoda funcifin salto

Vs :
i1 :sijY¥% x<0
1 ;si0: x- %

La N -@simasuma parcial correspndierte a su serie de Fourier viene dada

por la expresdh

f(x) = (4.24)

X
sn(X) = % + [ax cogkx) + by sin(kx)] (4.25)
k=1
donde los coe cientes de Fourier se calculan utilizando las firmulas (2.2) y
(2.3).
Comof esuna funcifin impar, ax = 0, paratodok = 0;1;2;:::
Por otra parte, by puede calcularsede forma expHcita, obtenindoseel
siguierte resultado:
A ( )k!
_ 2 1 iy o
b = v, ko parak = 1;2;:::
Por tanto, para nuestrafuncifin salto, la sumaparcial de Fourier queda
A !
X201 (i 1F
= — ——— sin(k 4.26
W00= L = st (4.26)
Por otra parte, comoh, = 0 sik espar, la sumasepuedeescribirtambi§n
de la forma

4 X :
Smi1(X) = g o : 7Sin(@ri 1)x) (4.27)
=1 4
_ 4 sin(3x)  sin((2nj 1)x)
=, sin(x) + 3 + i+ i 1 (4.28)

Con el programa para Matlab incluido en el apartado 5.1, se pueden
dibujar las gr§ cas de las sumasparcialesde Fourier para la funcifin salto.

14



Una vezguardadocon el nombre sumpar.m 2 para activarlo, basta con escri-
bir, por ejemplo,>>sumpar(30) y obtendremosla gr§ ca de la sumaparcial
de Fourier paraN = 30 (ver gura 5).

Fen meno de Gibbs
5] T T T

05 | } : R

15 | | | | | | |
4 o r o

Figura 5: Sumaparcial de Fourier N = 30

Sabemosque,sif y f °soncortinuas,salvo enun nfimero nito de puntos
de discortinuidas de tipo salto, las sumas parciales de Fourier cornvergen
puntualmente a f (x) en los puntos de cortinuidad de f y a la media de
los Ifimites lateralesen los puntos de discortinuidad (para una demostracdh,
v@ase[M]).

Esteresultadoseaplica al casoparticular de la funcifin salto que estamos
considerandoy que presena una singularidad en x = 0: una discortinuidad
de tip o salto. En las guras 5 apreciamosla forma enla que, efectivamerte,
cuandox 6 O, las seriesde Fourier aproximan el valor de la funcifin en x,
mientras que en x = 0 convergena la media de los [fmites laterales, nula en
estecasopuestoque[f (0j ) + f (0+)]=2= (1 1)=2= 0.

En estepunto de discortinuidad x = 0 se apreciatambi®n con claridad
el fendmeno de Gibbs. En efecto, se obsena claramerte que la gr§f ca de

2Para escribir el programa 5.1 se ha preferido la expresidn (4.26) en lugar de (4.27)
debido a que, al ser m§s general, el programa se puedemodi car fficilmente para aplicarlo
a cualquier otra funciin.
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la suma parcial de Fourier excedea la de la funcifin salto en el punto de
discortinuidad. Por ejemplo, a la dereda del punto x = 0 se ve cfimo la
gr§ ca de la suma parcial de Fourier supera con nitidez a la de la funcifin
salto. La gr§ ca de la gura 6, donde este hecdho se pone de mani esto,
se ha conseguidohaciendoprimero >>sumpar(300), para generarla gr§ ca
completay despus, con el comando>>zoom que permite seleccionaruna
zonade la gr§ ca, con el rathn, para ampliarla. En la gura 7, se puede
obsenar cfimolas gr§l cas de las sumasparcialessobresalerpor debgo de la
gr§ ca def (x), enlas proximidadesdel punto (0,-1).

Fen meno de Gibbs
T T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 6: Sumaparcial de Fourier N = 300, proximidadesde (0,1)

En la gura 5 obsenamosque el fendmenode Gibbs tambi§n se produce
en los extremosx = 8 Yudel intervalo (j % %). Esto esdebidoa quela suma
parcial de Fourier aproxima a la extensih perifidica de pefodo 2% de la
funcifin salto, quepresena discortinuidadesenlospuntos dela formax = k¥4
k2Z

Sepuededemostrar, para estafuncifin particular (ver [Na], pp. 662-663),
que el m§iximo de sy, 1(X) m&scercanoa x = 0 (por la deredha) esel punto
X = 2y queenestepunto

Iqm Son; 1(E‘) = ESi(l/z) Y, 1;1790Q:: (4.29)
n! " 2n Ya ’

Z x sin(t)

t

Aqufly enlo sucesiwv Si denotala funcifin Si(x) = dt.
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Fen meno de Gibbs
T T T

I I I I I I I I I I I
0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 0.1 0.2

Figura 7: Sumaparcial de Fourier N = 300, proximidadesde (0,-1)

(Para evaluar aproximadamerte Si(¥), sepuedeutilizar el comandode Ma-
tlab , sinint(pi)=1.8519... , ya que la primitiv a de sin(t)=t, no se puede
expresarcon funcioneselemerales?)

El c8ilculo (4.29) nos indica que las aproximacionesque nos ofrecenlas
sumas parciales de Fourier excedenal valor verdaderode la funcifin, a la
dereda, esdecir, af (0+) = 1 en0;18, lo que supone aproximadamerte un
9% de la longitud del salto, que en estecasoes?2.

En general,sepuededemostrarel siguierte teorema,debidoa M. Bbder
(ver [Bo], la demostracdh puedeversetambi®n en [HH] y [C]):

Teorema Se f unafuncifin real de variablereal, con perfodo 2% Supon-
gamosquef y f ®son amlas continuas ex@pto para un nffmero nito de dis-
continuidadesde tipo salto en el intervalo [j ¥¥}. Sea sy (X) la sumaparcial
deordenN de Fourier. Entonces, en un punto a de dismntinuidad, las gr§ -
cas de las funciones sy (x) convegen al segmento vertical (ver gura 8) de
longitud

L = 5Si(1/4)jf (a+) i f(aj )j centradoen el punto (a; 3(f (a+) + f (aj )).

La raz§in ertre la longitud del segmeto L (al que tienden las gr§ -
cas de las sy(x)) y la longitud del salto de la discortinuidad, es decir,

3Curiosamerte en algunasreferenciascl§sicasesta constarte aparecemal calculada.
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ot T fa®) T —
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o | T 1/2(f(a+)+f(a-)) - |L (Longitud del
2 segmento
<% vertical)
(@]
-
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a X

Figura 8: Fendmenode Gibbs en un punto de discortinuidad

L = jf(at) | f(aj)j, sedenominaconstantede Gibbsy su valor

L_ 2.,
[ = St (4.30)

coincide, evidertemerte, con el obtenido para nuestro caso particular en
(4.29).

4.1.2. Un imp ortan te ejemplo: la \funcifon"delta de Dirac

En 1926, el f¥sico ingl®s P.A.M. Dirac (1902-1984),introdujo la \fun-
cifin"delta de Dirac ([Di]), (que denotaremos+(x)) en conexijh con sus es-
tudios sobreMec§nica Cu§intica. Realmerte no setrata de una funcifin enel
sertido ordinario del t§rmino, sino de una distribucifin (ver [Sc]).

La delta de Dirac viene caracterizadapor las siguiertes propiedades:

1. #(x)=0six6 0.

2. H0) no est§ de nida.
z
3. Hx)dx = 1, siempreque el recinto de integraci@n incluya a x = 0.

z
4. Sig(x) esuna funcifin cortinua en R, enonces g(x)xx)dx = g(0).

18



En la gura 9 represetamos la delta de Dirac en un sertido gurado: la
delta de Dirac puedeinterpretarse como una funcifin que seanula en todos
los puntos salvo enen x = 0, dondetoma el valor in nito.

Paraa 6 0, la funcifin (x j a), sefa la misma funcifin o distribucifn
perotrasladadaa x = a.
iY

Figura 9: Delta de Dirac, H(x)

El conceptode la funcifin delta de Dirac, tambi®n llamada funcifin im-
pulsounitario, resulta un modelo §til en situacionesen las que, por ejemplo,
tenemosun sistemamedhico sobreel que actfja una fuerzaexternade gran
magnitud durante un breve instante de tiempo. En el casoextremoen el que
esta fuerza estuvieseconcertrada en un punto, vendifa represemada por la
delta de Dirac.

La delta de Dirac puede,efectivamerte, entendersecomoel Ifmite de una
sucedifi de funcionesque, con masaunidad, seconcertran in nitamente en
torno a un punto. En efecto,seaf una funcifin regular tal que

» f(X)=0,sijx]> 1,
z
»  f(X)dx = 1;
» f(x), O,paratodox 2 R.

Consideramosahora la sucesifh de funciones

fa(x) = Elf(é):
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Este canbio de escalano altera la masatotal de la funcifin, puestoque
Z Z 41 x z
f2(x)dx = Sf(;)dx=f(y)dy=1

Sinenmbargo,a medidaque? tiende a 0, el soporte de la funcifin f . secortrae,
puestoque
f2(x)! 0 si jxj>2

En el [fmite, cuando2 ! 0, las funcionesf., cada vez m§s concenradas,
convergena la delta de Dirac, puestoque
z 12 z
f2(x)g(x)dx = 7 f(37)a(x)dx = f(x)g(>x)dx
Z z
il 90 f(x)dx=9g(0)= g(x)Hx)dx

cuando?! 0, paratoda funcifin g cortinua y acotada.

Vamosa calcular las sumasparcialesde Fourier para la delta de Dirac.
Pero, >aJmo puedeexpresarseon una serietrigonomgtrica una \funcin“tan
singularcomola delta de Dirac? Si, comohemosvisto enella seccth 2; ya fue
difficil que seaceptase por parte de cortempor§ineosde Euler y Fourier, que
una funcifin de tip o salto sepudiera expresara trav@sde su seriede Fourier;
resulta interesarte imaginar lo que habrfan pensadode quien intentase hacer
lo mismo para un objeto comola delta de Dirac.

En realidad, lo que vamos a hacer es calcular las sumas parciales de
Fourier correspndiertes a una determinadacomnbinacifin lineal de deltas de
Dirac,

¢(x) = X HX + 2Y) i X HX + z¥) (4.31)

z= par z=impar
gue se obtiene al extender de manera perifidica, con peffodo 2% la \fun-
cifin"que coincide con la delta de Dirac #(x) enx = Oy conj (x| %)
en el punto x = Y% esdecir, con la + trasladaday canbiada de signo, la
re°ejadaimpar de la Hx). Dicho de otra forma, la funciin que hemosllama-
do ¢( x), est§ compuestapor: impulsos unitarios positivos en los mfjltiplos

ma:::;j 3Y%i Y%Y%3%:::.. La gr§ ca de estafuncifin se podrfa represemar
comoenla gura 10.
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Figura 10: \funcin"¢( x)

Aplicamos nuevamerte las firmulas (2.2) y (2.3) teniendo en cuerta que
¢( x) esuna funcifin par,

1% % 22y,
ay = — ¢( x) coskx)dx —  ¢( x)cogkx)dx
]/4 i Ya ¥41/40
= (Hx) i Hxi ¥j) coskx)dx
= Z(cos(0)i cosk¥)

= 20 G2

1 z Ya
= — ¢( x)sin(kx)dx =0

1/4 i Ya

Por tanto, la sumaparcial de Fourier para la funcifin ¢( x) queda

X2
Sen(¥)= @i G 1)) cogkx) (4.32)

gue sepuedeexpresarde la siguierte forma, dado que para los valorespares
de k los sumandosseanulan:

40
S¢ 2n; 1(X) = 1, coq(2r i 1)x) (4.33)
41

r

= 34[cosé<) + cog3x) + :ii+ cof(2nj 1)x)] (4.34)
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El programa de Matlab incluido en el apartado 5.2 puede utilizarse
pararepresemar las sumasparcialesdescritasmediarte la firmula (4.32). Su
sintaxis es:>>deltafun(N,xmin,xmax) , donde N esel nfimero de sumandos
y xmin y xmaxsonlos valoresdel rango en el que queremosque aparezcala
gr§l ca. Por ejemplo,la gr§ ca dela gura 11seha generadocon el comando
>>deltafun(30,-pi,pi) y, la gr§ ca de la gura 12 se ha generadocon el
comando >>deltafun(100,-5*pi,5*pi) (comp&renseestasgr§ cas con el
esquemanicial de la funcifin ¢( x) mostradoenla gura 10).

deltafun(30, pi,pi)

20

151~ -

10 - -

20 | | | | | |
4

Figura 11: sumade Fourier de ¢( x), N = 30

Los c§lculosy gr§ cas obtenidasrequierenalgunasobsenaciones:

= En primer lugar, con toda seguridadel lector ya se ha dado cuerta,
la expresdh obtenida en (4.33) es exactamertte la derivada de la que
obtuvimos en (4.28) (esto explica la maneratan enrewesadaen que se
de nip la funcifin ¢( x).) Es decir,

& Tsomy 1001 = Seany 2(%) (4.35)

Lo cual noshacepensarque,encierto sertido,* la derivadade la funcifin

4Este sertido no esotro que el de la Teoffa de las Distribuciones, de la cual, la delta
de Dirac no esm$s que un ejemplo, ver nuevamerte [Sc].
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deltafun(100, 5*pi,5*pi)

60~

40
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20 15

5 0 5 10 15 20

Figura 12: sumade Fourier de ¢( x), N = 100

salto (4.24) debe serla \funcin"¢( x) (4.31).

= A partir dela obsenacifin anterior; sila derivadade las sumasparciales
dela funcifin salto sonlas sumasparcialesde la delta de Dirac, ertonces
la integral delassumasparcialesdela delta seidh lasdela funcifin salto,

esdecir,

z

X
Son; 1(x) = 0 S¢ :2n; 1(t)dt (4.36)

Por otra parte, S¢ .on; 1(X) admite una expresdh mé§s cimoda:

S¢ 2N 1(X)

4% i1
g, oos(@ i 1)

2 X _ )
Vsing) ., 2sin(x) cog(2r j 1)x)

Veingd ., [sin(2rx) i sin2 i 1)x)]

2 X Xt #
Ve sin(2rx) j ~ sin(2rx)
2 sin(2nx)

Y, sin(X)
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Este hedo, junto con (4.36), proporciona la siguierte expresdh para
las sumasparcialesde Fourier de la funcifin salto:

27« sin(2nt)

Seni 100 = 3 Tgingy 9t (4.37)
mientras que
d _ 2sin(2nx)
dx [Soni 1(X)] = %sini(x) (4.38)

Sepuedecomprobarde estaforma, quelos puntos crfticos de las sumas
parcialesde la funcifin salto son los cerosde las sumas parciales de
la delta de Dirac. Es decir, que la altura que se alcanzaen el primer
m&ximo de la sumaparcial de Fourier de la funcifin salto, a la dereha
de x = 0, esla mitad del §rea por delajo del arco central dela gr§ ca
11. Es decir, s,
Ya, _ 2% 3 sin(2nt)
Seni1(zn) = 3, sint)

Pasandoal Ifmite cuandon! 1 y envirtud de(4.29), necesariamete
habremosde obtener el mismo valor. Por tanto,

Z 21/4

(4.39)

z sin(2nt) o sin(t)

TR o dt = Si() (4.40)

(Ver [C], pp. 300-301.)

En las gr§ cas de las guras 11y 12 pareceobsenarse tambi§n algo
parecido al fendimeno de Gibbs. Pero ahora es algo distinto a lo que
ocurrfaconla funcifin salto. En la funcifin salto velamosquelas gr§l cas
de las sumasparciales( guras 6y 7) excedan, o quedabanpor debgo,
dela funcifin enlos alrededoresie los puntos de discortinuidad. Aqufla
situacifin espeor, porque esto ocurre no s§lo en las cercalfasde x = 0
sino a lo largo de los puntos de cortinuidad de la funcifin original, por
ejemplo, en los puntos del intervalo (0;%). Ademds esta situacifin no
cambia aunqueaumertemosla cartidad de sumandos>Cu4l esla razfin
de estecomportamiento tan anfimalo? Simplemerte, ahorani siquiera
tenemoscorvergenciapuntual. En efecto,si tomamos,por ejemplo,un
punto xo 2 (0;%), la funcifin original valdrfa ¢( xo) = 0. Sin embargo,
la sucesifih
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2 sin(2nx,)
Y4 sin(Xo)
no corvergecuandon ! 1 . Dehedo,lo queocurre esquela gra_c? de

Se¢ :2n; 1(X) oscilaertre las gré cas de las dosfuncionesy = § %sin(x)’

S¢ :2nj 1(X0) = (441)

que acotan superior e inferiormerte a Sq .2n; 1(X), esdecir,

2sin2nx)-= 2 1

TV, sin(x) Y4 sin(x)j (4.42)

En la gura 13 hemosdibujado la gr§ ca de la suma parcial de la
delta de Dirac hasta el sumandoN = 50 (que sefia lo mismo que
n = 25, sedln la notacifin s¢ .on; 1(X)), en el intervalo [L%; 7] junto con

— . 1
las gr§l cas de las funcionesy = § %sin(x) .

deltafun(50, pil2,pil2); y=+ (2/pi)(1/sin(x))
T T T

Figura 13: \fenhmenode Gibbs"en delta Dirac, N = 50

Entonces, >quB tip o de represemacifin esla que producen las sumas
parcialesde Fourier para la delta de Dirac en la que ni siquiera hay
convergenciapuntual para los puntos de cortinuidad? La respuestaes
qgue §f hay corvergencia,pero es una cornvergenciaespecial, una con-
vergencia\d §bil": comohemospodido ver m§s arriba, enla de nicifin
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de la delta de Dirac, esta funcifin no sede ne de una maneracl§sica,
dando sus valores, sino m§s bien a trav@s de sus efectossobre otras
funcionesen el sertido de las distribuciones.Y en esteserido, las su-
mas parcialesde Fourier de la delta producensobreotras funcioneslos
mismos efectos,puesto que las oscilacionesse cancelana trav@sde la
integracidin.

4.2. M#®&todo de sumacin de Fej@r

En 1903,el matemdtico hfingaroL. Fej§r (1880-1959)propusouna nueva
forma de sumar los t®rminos de la serie de Fourier. Setrata de sumar los
promediosde las sumasparcialesy pasaral Ifmite. Seobtiene a§f una nuea
sucedifh de funcionesque produce convergenciaincluso en algunoscasosen
los que la serieoriginal no la tiene.

Veamoscfimo se construye la sumaFej§r a partir de las sumasparciales
de la seriede Fourier: dada la suma parcial de Fourier (4.25) construimos
una nueva sucedifh con el promedio de las sumasparciales,

So(X) + sp(X) + 1:i+ sy (X) .

¥ = = 4.43
W00 = g s ] (4.43)
La sumade Fej§r esertonces

s(x) = Mlﬂi'n Y (X): (4.44)

En cuarto a la corvergenciade la sumade Fej§r setiene el siguierte

Teorema de Fej@r ([Fe]) Sea f (x) de nida en el intervalo (j ¥%%). Si
f esamtadg, suppnemosque esintegrable; si no es amtada, supnemosque
la integral il/i/j (x)dx es absolutamenteconveigente. Entonces, para cual-
quier punto x del intervalo las sumasparciales de Fej§r ¥, (x) convemgena

(00 + 1 (xi ).

Y comouna consecuencialel Teoremade Fej§r tenemosque,

Si f (x) escontinua en [a;b], entonesla suesidin de las meadias aritm §ti-
cas ¥, ¥4, ¥%; . .. convelge uniformementea f (x) en el interior del intervalo
(a;b).
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Obviamerte, cuandof escortinua en X, %(f (x+) +f(xj)) = f(xX) Yy,

por tanto, ¥ (x) corvergea f (x).

Esta esla versidin m§s cl§sicadel teorema, utilizando la integral de Rie-
mann y su demostracdh se puedeencorirar en [C], pp. 254-258.Para ver
una versidn m&s moderna, en trminosde la integral de Lebesgue,se puede
consultar [A], pp. 390-391.

En la seccdh 5, sehaincluido un programapara Matlab , (el programa
5.3) para dibujar las gr§ cas de las sumasde Fej§r para la funcifin salto. Se
trata de haceruna pequata modi cacifhn en el programasumpar.m introdu-
ciendoun nuew bucle que promedielas sumasde Fourier.

Por ejemplo, haciendo>>fejer(40) , seobtienela gr§l ca dela gura 14.

Sumaci n de Fejér
15

S

05f ‘ : E

| |

1.5 | | | | | | |
4

Figura 14: Sumacih parcial de Fej§r M = 40

Lo primero que seobsena en la nueva gr§ ca esque ahoratenemosun
tip o de corvergenciadistinta, de hedo ahoratenemoscorvergenciauniforme
(sedlin el teoremaanterior) en el interior del intervalo (0;%) (y, por simetfa,
en (j ¥0)). Por otra parte se puedeobsenar que la gr§l ca de la sumade
Fejr caepor debgo (enel 0 < x < ¥y por encimaenj %< x < 0) de la
gr§ ca def (x). De hedto, puedeprobarse,(ver nuevamerte el cl§sico[C], pp.
308) que todas las sumasparcialesde Fejr veri can j3%u (x)j < 1, esdecir,
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ahorano seproduce el fendimenode Gibbsy aunquela gr§ ca sigueteniendo
las mismasoscilacionesahora sonmucho menores(de hedo, enla gura no
seaprecian, habifa que hacerzoompara visualizarlas.)

4.3. Fourier versus Fej@§r

Dibujemosahoralas gr§ cas delas sumasde Fourier y las de Fejr juntas.
En la gura 15, hemosdibujado, superpuestas,las gr§ cas de las sumas
parcialesde Fourier y Fejir hastael sumandoN = 11enelintervalo[0;%}. En
la gura 16, seharepresetado lo mismo, pero ahoraen el intervalo [j % Y}.
En ambas guras sepuedeobsenar cfimolas sumasparcialesde Fouriery las
de Fej@r parecencoincidir en algunospuntos crticos de las sumasde Fourier.
En concreto, en el intervalo [0; %), esto ocurre en los mfnimosy, debidoa la
simetfa impar, en el intervalo [j ¥4 0], ocurre en los m§ximos.

Fourier y Féjer
T

o8k ||/

i
o6 ||

o | -

0.2r- ‘ -

0 L I I L L L t
0 0.5 il 15 2 25 B

Figura 15: Fourier versusFej@r, N = 29

Veamosque este curioso fenfmenono es sflo aparerie, ni debido a los
erroresde redondeo,sino que ocurre de hedo:

En primer lugar, sila N -§simasumaparcial de Fourier es

ap X .
sn(X) = 0 + [ax cogkx) + by sin(kx)] (4.45)
k=1
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Fourier y Féjer
T

15

0.5~

05 -

Figura 16: Fourier versusFef@r, N = 11

enoncesla N -§simasumaparcial de Fejr, a partir de la expresdh (4.43), se
puedeescribir de la forma alternativa

ap X _ -
Y () = > + k [ax coskx) + I sin(kx)] (4.46)

k=1
donde = 1j ;.

Para el casoparticular de la funcifin salto, estasexpresionesecorvierten

en
< (X)— 4_1)@ 1
MU Ty, 2ri 1

r

sin((2r j 1)x) (4.47)

g v ol g
Ypn: 1(X) = — 1i
ani 1(X) Ya Y on 2r

1 sin((2r i 1)x) (4.48)

Los puntos en que se cortan las gr§ cas de (4.47) y (4.48), han de ser
solucionegde la ecuacdgh

Son; 1(X) i ¥an; 2(X) = 0O (4.49)
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Por otra parte, si estospuntos son m§iximos o mfnimos, esdecir, puntos
cifticos de la funcifin (4.47), entoncestambi®n deben veri car la ecuacth

% [Son; 1(X)] = O (4.50)

La ecuacdh (4.49) la podemosescribir de la forma siguierte:

43X 1
: 7 S — 2rj 1x)=0: 451
Sani 1(X) i Yan; 1(X) Vi, 2 sin((2r i 1)x) (4.51)
Por tanto,
X
sin((2rj 1)x)=0 (4.52)

r=1
gue sepuedetransformar de la siguierte manera

0—Xn'2'1 = 1X]2'2'1 [
= . sin((2rj 1)x) = 259 ., sin((2r i 1)x) sin(x)
= L 2(ri 1xj 2
T 28 [cog2(r i 1)xj cog2x))]
' #
o 2 X .o
= . co ' co
2500 S(ZX) i » s(Zx)
1 cos(2x)
B 2sin(x)
Ahora bien, las solucionesde la ecuacgh
1j cog2nx)
A 4.
2sin(x) (4.53)
en el intervalo (0; %) sonlos puntos de la forma
Y. 2Y. i 1)
x1=—4;x2=—4;:::;xni1=—(nI Vi (4.54)

n n n
Y essencillocomprobar que estospuntos son precisamete los mfinimos de
la funcifin syn; 1(x), ya que salflamos,por (4.38), que
2 sin(2nx)
Y4 sin(x)

2 Tsony 2000 = (4.55)
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Luego, efectivamerte las gr§l cas de las sumasparcialesde Fourier y las
de Fej@r secortan enlos mfinimosde las primeras, en el intervalo (0; ¥) vy, por
la simetfla, enlos m&ximosdel intervalo (j ¥ 0) (exceptoparael cason = 1,
en el que no hay ningfin m¥nimo en (0;%).)

La primera cuestdn que aparecede manerainmediata es:>acurrirf esto
en todos los casos?La respuestaes que no. Por ejemplo, en el casode la
funcifin delta de Dirac, queanalizamosenel apartado4.1.2,sepuedendibujar
conjuntamente lasgr§ cas delassumasparcialesde Fouriery de Fejr juntas,
como hemoshedo enla gura 17, para obsenar que la gr§f ca de Fejr no
pasapor los puntos crticos mencionadosantes. (Para dibujar las gr§l cas de
las sumasde Fej$r para la delta de Dirac incluimos el programa5.4.)

deltafun(30, pi/2,pi/2);deltafej(30, pi/2,pi/2)
20 T T T

10 —

5 I I I I I I I
2 15 1 0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 17: Delta de Dirac: Fourier versusFejr, N = 30

Veamosno obstarte, que tambi§n hay otros desarrollosen los que seda
estacoincidencia,como por ejemplo, en el casode la funcifin

(

el 1/,. <
f(x) = iS4 x<O0

[
i :Si0- X- Va

(4.56)

NIXN X
NIXVIR

i
+
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gue vamosa analizar utilizando una t§cnicadistinta a la anterior. Esta fun-
cifin extendida perifidicamerte, con petfodo 2%/ a lo largo de todo el ejereal
sedenominaa veces funcifin \diente de sierra".

Las sumasparcialesde Fourier de estafuncifin son

X
sn(X) = K sin(kx) (4.57)
k=1

y las sumasde Fejr

p>2

X
Y (x) = 1j

| %sin(kx) (4.58)
k=1

18-

1.6

14r-

121

0.8~

0.6~

0.4

0.2+

0 0.5 1 15 2 25 B
Figura 18:\Diente de sierra": Fourier versuskFejr, N = 30

Ahora, para quelas gr§l cas de (4.57) y de (4.58) secorten enlos puntos
cifticos de (4.57) hacefalta que las ecuaciones

()i ()= <

N+ 1 sinkx) = 0 (4.59)

k=1
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d X

— [sn(X)] = coskx) =0 (4.60)

dx k=1
tengan solucionescomunes. O lo que eslo mismo, utilizando la firmula de
Euler ek* = coskx)+ i sin(kx), quehaya valoresrealesde x queseansolucidn
de la ecuacdh compleja

X N N
cogkx)+i sinkx)= &> =0 (4.61)
k=1 k=1 k=1

Sumandola progresdh geongtrica

W X . aNXx
g UL _ (4.62)
k=1 1i e
la ecuacdh sereducea _
1; éN*x= (4.63)
guetiene solucionesen el intervalo (0; %)
2Y4 2Y4 2Y4
= —Xp= 22— X3 = 3! 4.64
X1 N 1 X2 N » X3 3 N ) ( 6 )

(el Gltimo punto en el intervalo sefla x, = N—N‘—Zl/m Xy = N—,'\',—11/4 dependiendo
de que N seapar o impar, respectivamerte.) Adem§s, estospuntos son los
mfinimos en esteintervalo.

Sehanincluido dosprogramasm§spara Matlab enla siguierte seccdh:
el programafousin.m , 5.5y el fejsin , 5.6;quesirven paraobtenerlasgr§ -
casde (4.57)y (4.58), respectivamerte. En la gura 18, hemosrepresetado
las gr§ cas de las sumasde Fourier y las de Fej@r, correspndiertes al va-
lor N = 30 (despuis se ha hedo una ampliacifin para que aparezcasflo el
intervalo (0;%).)

De hedo, se puede utilizar un argumernio an§llogo para demostrar que
cualquier desarrollo de la forma X 1 sin(axx), en el que ax seanerneros
positivos en progresdh aritm &ticail(, %[ambian lo veri ca. Nfiteseque, de esta

forma, €2* esuna sumade una progresih geon®trica.
k=1
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5. Programas para Matlab

Para la realizach de este trabajo se ha utilizado, en particular para
la parte gr§ ca, el asisterie Matlab , versidn 5.3 ReleaseR11, licencia de
campusde la Universidad Complutensede Madrid. Los cidigosde los pro-
gramascon los que se han obtenido las gr§ cas seincluyen a cortinuacidin.
Con pequaras modi caciones se puedenadaptar a cualquier funciin. Basta
con canbiar los valoresde los coe cientes.

No obstarte, para algunos c§lculosy comprobacionesconcretas,se ha
utilizado tambi®n el asisterie de C§lculo Simb§lico Derive . El lector po-
drf consultar los comandosmediarte los cualesse puedendibujar sumas
parcialesde Fourier y sumasde Fej§r puedeverseen el trabajo de R. Ro-
drfiguez-del-Mo ([R]). Algunasgr§ cas de sumasde Fourier y sumasde Fej§r
realizadascon Derive , puedenverseen el artfculo de J. Duoandikoetxea
([Du]); artficulo este fiitimo en el que se puedeencorirar un completo estu-
dio del desarrollohist§rico del Anfilisis de Fourier desdesus orfigeneshasta
nuestrosdfas.

5.1. Programa: sumpar.m

function sumpar(n)

% Sumasparciales de Fourier de la funci'on salto
%f(x)= -1 si -pi<x<0

% 1 si O<x<pi

%n es el n'umero de sumandos

% Funci'on salto
X = -pi:0.001:pi;
f=-1*(x<0)+1*(x>0);

% sumas parciales de Fourier

s = zeros(size(x)); for k=1:n
s=s+((1-(-1)"Kk)/k)*sin(k*x);

end

s = 2/pi*s;

%grafica de las sumasparciales y de la funci'on salto
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plot(x, s, 'r, x, f, 'bY),grid;

titte(Feny omenode Gibbs');
%Fin del programa sumpar.m

5.2. Programa: deltafun.m

function deltafun(n,xmin,xmax)

% Sumasparciales de Fourier de la funci'on
% Delta(x)=

% =sum(delta(x+z*pi),z  par)+sum(delta(x+z*pi),z
%

%n es el n'umero de sumandos

% [xmin,xmax] es el rango de la gr'afica

dx=(xmax-xmin)/15000;
X = xmin:dx:xmax;

% sumas parciales de Fourier

s = zeros(size(x)); for k=1:n
s=s+(1-(-1)"k)*cos(k*x);

end s = 2/pi*s;

%agrafica de las sumasparciales
plot(x, s),grid;

%Fin del programa deltafun.m

5.3. Programa: fejer.m

function fejer(m)
% Sumasde Fejer de la funci'on salto
%f(x)= -1 si -pi<x<0

% 1 si O<x<pi
% mes el n'umero de sumandos
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% Funci'on salto
X = -pi:0.001:pi;
f=-1*(x<0)+1*(x>0);

% sumas parciales de Fejer
fej=zeros(size(x)); for n=1:m
s = zeros(size(x));
for k=1:n
s=s+((1-(-1)"k)/k)*sin(k*x);
end
s = 2/pi*s;
fej=fej+s;
end
fej=fej/(m+1);

%grafica de las sumasde Fejer y de la funci'on salto

plot(x, fej, 'r, x, f, 'b’),axis([-4 4 -1.5 1.5]),grid;

title('Sumacif on de Fej%®r);
%Fin del programa fejer.m

5.4. Programa: deltafej.m

function deltafej(m,xmin,xmax)

% Sumasparciales de Fejer de

%]la funci'on

% Delta(x)=

% =sum(delta(x+z*pi),z  par)+sum(delta(x+z*pi),z impar)
%

%mes el n'umero de sumandos

% [xmin,xmax] es el rango de la gr'afica

dx=(xmax-xmin)/15000;
X = Xmin:dx:xmax;

% sumas parciales de Fejer
fej=zeros(size(x)); for n=1:m,
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s = zeros(size(x));
for k=1:n,
s=s+(1-(-1)"k)*cos(k*x);
end
s = 2/pi*s;
fej=fej+s;
end
fej=fej/(m+1);

%gr'afica de las sumasparciales
plot(x, fej),grid;

%Fin del programa deltafej.m

5.5. Programa: fousin.m

function fousin(n)

% Sumasparciales de Fourier de
%la funci'on diente de sierra
%f(x)= -x/2-pi/l2 si -pi<x<0
% -X[2+pil2  si 0<x<pi
%

%n es el n'umero de sumandos

% Funci'on sierra
X = -pi:0.001:pi;
f=(-x/2-pi/2).*(x<0)+(-x/2+pi/2).*(x>0);

% sumas parciales de Fourier

s = zeros(size(x));

for k=1:n
s=s+(1./k).*sin(k.*x);

end

%grafica de las sumasparciales y de la funci'on diente de sierra
plot(x, s, v, x, f, 'b),grid;

%Fin del programa fousin.m
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5.6. Programa: fejsin.m

function fejer(m)

% Sumasde Fejer de

%la funci'on diente de sierra
%f(X)= -x/2-pi/l2 si -pi<x<0
% -X[2+pif2  si O<x<pi
%

%mes el n'umero de sumandos

% Funci'on diente de sierra
X = -pi:0.001:pi;
f=(-x/2-pi/2).*(x<0)+(-x/2+pi/2).*(x>0);

% sumas parciales de Fejer
fej=zeros(size(x));
for n=1:m
s = zeros(size(x));
for k=1:n
s=s+(1/K).*sin(k*x);
end
fej=fej+s;
end
fej=fej/(m+1);

%grafica de las sumasde Fejer y de la f. diente de sierra
plot(x, fej, ', x, f, 'b)axis([-4 4 -2 2]),grid;

%Fin del programa fejsin.m
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