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Resumen

En este trabajo describimos la g¶enesisde las seriesde Fourier a
trav¶esde los trabajos pionerosde ¯nales del siglo XVI I I y principios
del XIX en la resoluci¶on de dos de las Ecuacionesen Derivadas Par-
ciales (EDP) m¶as importantes: la ecuaci¶on de ondas y la del calor.
Las seriesde Fourier han generadoun gran n¶umero de trabajos de
investigaci¶on y han dado nombre a una de las ¶areasm¶as importantes
del An¶alisis Matem¶atico, el An¶alisis de Fourier o An¶alisis Arm¶onico.
Son muchas las cuestionesmatem¶aticas b¶asicasy atractivas que las
seriesde Fourier plantean. Entre ellas cabe destacar el fen¶omeno de
Gibbs, a cuyo an¶alisis dedicamosparte de estetrabajo. Por ¶ultimo, co-
mo apoyo a la lectura del art¶³culo, sedescriben varios programaspara
el asistente matem¶atico Ma tlab que permiten estudiar gr¶a¯camente
estascuestiones.

1. In tro ducci¶on

En cualquier curso introductorio de Ecuacionesen Derivadas Parciales
(EDP) siemprepodemosencontrar dosimportantes ejemplos:la ecuaci¶on de
ondasque,ensu versi¶on m¶aselemental, describe lasvibracionesdeuna cuer-
da ¯ja en dosextremosy; la ecuaci¶on del calor que describe c¶omo °uct ¶ua el
calor a lo largo del tiempo a trav¶esde un s¶olido. Sin embargo,no siemprese
ponedemani¯esto la importancia e in°uencia realesqueestosdosproblemas
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han tenido en el desarrolloposterior de t¶ecnicasy teor¶³as,que han enrique-
cido, y lo siguenhaciendohoy en d¶³a, a la Matem¶atica y sus aplicaciones.
Entre estas,cabe citar el desarrollode lasseriestrigonom¶etricas y el An¶alisis
de Fourier, que iremosestudiando,en parte, a lo largo del art¶³culo.

El trabajo est¶a estructurado de la forma siguiente:
En la secci¶on 2, seha hecho un peque~no recorrido hist¶orico de la g¶enesis

del An¶alisis de Fourier, a partir de los primerosestudiosrelacionadoscon los
intentos deresolver el problemadela cuerda vibrante hastallegaral fen¶omeno
de Gibbs.

En la secci¶on 3, seanalizan los dos problemascl¶asicosde Ecuacionesen
DerivadasParcialesque dieron lugar al An¶alisis de Fourier : la ecuaci¶on de
ondasy la del calor.

En la secci¶on 4, se estudian algunosaspectos cl¶asicosdel fen¶omeno de
Gibbs.

Por ¶ultimo, en la secci¶on 5, seincluyen los c¶odigosde algunosprogramas
realizadosen Ma tlab para la elaboraci¶on de las gr¶a¯cas queaparecenen el
art¶³culo, con una intenci¶on claramente did¶actica.

Respectode la bibliograf¶³a, aunqueno seha pretendidoqueseaexhausti-
va, s¶³ queseha incluido una importante cantidad de las referenciashist¶oricas
originales,de maneraque el lector interesado,pueda recorrer por s¶³ mismo
los pasosseguidospor los protagonistasdel desarrollode las cuestionesma-
tem¶aticas mencionadasaqu¶³.

2. Notas hist¶oricas

2.1. Los precursores

Una serie trigonom¶etrica esuna expresi¶on de la forma

a0

2
+

1X

k=1

[ak cos(kx) + bk sin(kx)] (2.1)

dondeak y bk conk = 0; 1; 2; : : : sonconstantes.Si tal serieconvergepara todo
x tal que ¡1 < x < + 1 , en alg¶un sentido que precisaremosm¶as adelante,
entonces representar¶a una funci¶on peri¶odica de per¶³odo 2¼ y bastar¶a por
tanto estudiar su restricci¶on al intervalo [¡ ¼; ¼]

La cuesti¶on de si una funci¶on arbitraria f (x) (con x 2 [¡ ¼; ¼]), puede
expresarsecomo una expansi¶on del tip o (2.1) aparecea mediadosdel siglo
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XVI I I asociada a los estudios de L. Euler (1701-1783)y de D. Bernouilli
(1700-1782)sobreel problema de la cuerda vibrante, comentado en el apar-
tado 3.1.

Bernouilli llega al punto de plantearse la soluci¶on del problema de la
cuerdavibrante en forma de serietrigonom¶etrica a partir de consideraciones
de tip o f¶³sico,que le llevan a pensarque la cuerdaoscilainvolucrandovarias
frecuenciasal mismo tiempo, cuyas amplitudes respectivas dependende la
forma inicial de la vibraci¶on, esdecir, del modo en que sehaya empezadoa
mover la cuerda.Esta posibilidad, descubiertapor Bernouilli, es lo que hoy
llamamosprincipio de superposici¶on y ha resultadoserun principio de gran
importancia en muchas ramasde la F¶³sicamatem¶atica.

Sin embargo, Euler entiende que esta idea de Bernouilli lleva a un resul-
tado aparentemente parad¶ojico, deacuerdoconalgunosconceptosmatem¶ati-
cos de su tiempo. A saber, el hecho de que una funci¶on \arbitraria"pueda
ser expresadaen forma de serie trigonom¶etrica. Hay que tener en cuenta,
que para los matem¶aticos contempor¶aneosde Euler, las curvas se divid¶³an
en dos clases:curvas \continuas 2curvas \geom¶etricas". En contraste con la
terminolog¶³a adoptadahoy en d¶³a, una curva sedec¶³a \continua"si susorde-
nadasy susabscisaspod¶³an conectarsemediante alguna f¶ormula y = f (x).
Por otra parte una curva sedenominaba\geom¶etrica"si pod¶³a dibujarse de
alguna forma con trazos continuos o discontinuos. Pensabanpor tanto, que
la segundacategor¶³a de curvasera m¶asamplia que la primera, ya que lo que
nosotrosdenominamoscomouna funci¶on continua a trozos,puededibujarse,
pero no puedeexpresarsesi no escon varias f¶ormulas (sobreel desarrollodel
conceptode funci¶on, puedeconsultarse[Lu].) As¶³, si una funci¶on \arbitra-
ria"p od¶³a expresarse,por ejemplo,comouna serie de senos(es decir, como
(2.1), pero con ak = 0 para k = 0; 1; 2; : : :), esto signi¯car¶³a que cualquier
curva \geom¶etrica"ser¶³a tambi¶en una curva \continua", lo cual, para Euler
y suscontempor¶aneos,era simplemente incre¶³ble.

Por otra parte, para contribuir m¶asa¶un a estedebate,la soluci¶on al pro-
blema de la cuerda vibrante de Bernouilli compite con otra aportada por
J.R. d'Alembert (1717-1783)en forma de una onda que avanza y otra que
retrocede,que sedeterminan a partir de la posici¶on y velocidad iniciales de
la cuerda.En particular, d'Alembert considerabaque la maneram¶asnatural
de hacer que una cuerda empezasea vibrar era desplazarlade su posici¶on
de equilibrio tirando de alg¶un punto de ella. Esto haceque su posici¶on ini-
cial se pueda representar mediante dos rectas que forman un determinado
¶angulo (ver ¯gura 1). Para d'Alembert la naturalezade estacurva hac¶³a im-
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0 Posición de equilibrio

Posición inicial

Figura 1: Posici¶on inicial natural seg¶un d'Alembert

posiblepensaren que pudieseexpresarsecomouna serietrigonom¶etrica, ya
quesetrata, comoseha comentado m¶asarrriba, de una curva \geom¶etrica",
mientras que la serietrigonom¶etrica ser¶³a una curva \continua".

2.2. Jean Baptiste Joseph Fourier

La chaleur p¶en¶etre, commela gravit ¶e, toutes les substancesde l'univ ers, ses

rayons occupent toutes les parties de l'espace.Le but de notre ouvrage est

d'exposerles lois math¶ematiquesque suit cet ¶el¶ement. Cette th¶eorie formera

d¶esormaisune desbranches importantes de la physique g¶en¶erale.

Th¶eorie analytique de la chaleur

Discours pr¶eliminair e. JosephFourier

Figura 2: Bar¶on JeanBaptiste JosephFourier
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El problema de si una funci¶on cualquiera puederepresentarse mediante
una serie trigonom¶etrica reaparecem¶as tarde con el matem¶atico franc¶es J.
Fourier (1768-1830).

En una memorablesesi¶on de la Academia Francesade las Ciencias,el
d¶³a 21 de diciembre de 1807,Fourier presentaba un trabajo que iba a abrir
un nuevo cap¶³tulo en la historia de la matem¶atica: la creaci¶on del An¶alisis
Arm¶onico o, comotambi¶en sele conoce a partir de sustrabajos, el An¶alisis
de Fourier.

Fourier hab¶³adeducidouna ecuaci¶on quedescrib¶³a la conducci¶on del calor
a trav¶esde los cuerposs¶olidos, la ecuaci¶on del calor (que analizaremosen el
apartado3.2). Perono s¶olo la hab¶³a deducido,sinoquehab¶³a desarrolladoun
m¶etodo para resolverla, el m¶etodo de separaci¶on de variables, procedimiento
que, en cierto modo, hab¶³a sido utilizado ya por Bernouilli para su soluci¶on,
aunqueesFourier quien lo empiezaa usar de una manerasistem¶atica en la
resoluci¶on de Ecuacionesen DerivadasParciales.La aplicaci¶on de la t¶ecnica
de separaci¶on de variables a la ecuaci¶on del calor, le condujo a escribir la
soluci¶on en forma de serietrigonom¶etrica, e inclusollegar a a¯rmar quecual-
quier funci¶on f (x), peri¶odica de periodo 2¼sepuedeponer como una serie
de la forma (2.1). Y, para ello, incluso encontr¶o las f¶ormulas (de Fourier )
que permiten calcular los coe¯cientes de la serieasociada a la funci¶on

ak =
1
¼

Z ¼

¡ ¼
f (x) cos(kx)dx; k = 0; 1; 2; : : : (2.2)

bk =
1
¼

Z ¼

¡ ¼
f (x) sin(kx)dx; k = 1; 2; : : : (2.3)

Aunque la representaci¶on de una funci¶on en serietrigonom¶etrica sehab¶³a
consideradoantes de Fourier, como hemosvisto en el apartado 2.1, nadie
antes que Fourier puso de mani¯esto la correspondenciaentre funci¶on y co-
e¯cientes.

Sin embargo, tampoco el trabajo de Fourier fue aceptadoa la primera,
m¶axime teniendocomoparte del auditorio a matem¶aticoscomoJ.L. Lagran-
ge (1736-1813),P.S. Laplace(1749-1827)y A.M. Legendre(1752-1833),que
criticaron abiertamente la falta de rigor del tratamiento de Fourier. De he-
cho, Fourier tuvo querehacersu trabajo ya quesu memoriano fue aceptada
en un primer momento. No obstante, ¯nalmente sus ideasfueron aceptadas
y fueron expuestas,a~nosdespu¶es,en su obra de 1822,Th¶eorie analytiquede
la chaleur ([Fo]).
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Hay que a~nadir que el estudio de las seriesde Fourier contribuy¶o de ma-
nera decisiva a clari¯car la idea de funci¶on hasta el moderno conceptode
nuestrosd¶³as.Todo este tratamiento posterior est¶a asociado a nombres ta-
les como P.G.L. Dirichlet (1805-1859),B. Riemann (1826-1866),G. Cantor
(1845-1918)y H. Lebesgue(1875-1941).Para consultar el desarrollohist¶ori-
co posterior de las seriesde Fourier, hasta las aplicacionesrecientes, puede
consultarsela referencia[Du].

2.3. Una protub erancia romp e la armon ¶³a

Una de las muchas derivacionesinteresantes, aunque desdeluego no la
m¶as importante, a que ha dado lugar el an¶alisis de Fourier, es el llamado
fen¶omeno de Gibbs, que surgea mediadosdel siglo XIX. A ¶el dedicaremos
la secci¶on 4. Aqu¶³ s¶olo vamosa mencionaralgunasanotacioneshist¶oricasde
este \rinc¶on del An¶alisis Arm¶onico", (seg¶un palabras de E. Hewitt y R.E.
Hewitt, [HH]).

H. Wilbraham observ¶o en 1848([W]) que, en puntos cercanosa una dis-
continuidad de una funci¶on f , las sumasparcialesde la seriede Fourier de f
presentaban un comportamiento oscilatorio an¶omaloquehac¶³a que las gr¶a¯-
casde las sumasparcialesexcedieranen aproximadamente el 9% del valor
del salto de la discontinuidad. Este trabajo de Wilbraham cay¶o en el olvido,
hastaquehacia1898volvi¶o a reaparecerenun contexto distinto. Fuedemano
del Premio Nobel en F¶³sica(1907) A. Michelson,cient¶³¯co norteamericano,
inventor y constructor de numerososinstrumentos f¶³sicosde gran precisi¶on.
Michelsonconstruy¶o un aparato llamado analizadorarm¶omico quepermit¶³a,
mec¶anicamente, determinar hasta los 80 primeroscomponentes de la seriede
Fourier, a partir de la gr¶a¯ca deuna funci¶on y = f (x). Michelsonobserv¶o que
para una funci¶on de tip o salto, en las cercan¶³asdel punto de discontinuidad,
aparec¶³a una extra~na protuberancia que no aparec¶³a en la funci¶on original.
En un principio crey¶o que pod¶³a debersea un defectomec¶anico del aparato.
Una vez veri¯cado que pod¶³a no ser as¶³, escribe al f¶³sico-matem¶atico J.W.
Gibbs, que investig¶o y explic¶o el fen¶omeno ([G]) bas¶andoseen la no con-
vergenciauniforme de la serie de Fourier en las cercan¶³as de un punto de
discontinuidad.

Para tener una visi¶on m¶ascompletade todos los avatareshist¶oricoscon-
cernientes a estasingular p¶aginade la Historia de las Matem¶aticas, incluidas
disputas y controversiassobrela prioridad del descubrimiento, puedencon-
sultarselas referencias[Go] y [HH].
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Este fen¶omeno,que seconoce como fen¶omenode Gibbs (o fen¶omenode
Gibbs-Wilbraham), tiene consecuenciasf¶³sicasinteresantes. Por ejemplo,en
el casode circuitos el¶ectricos en los que, por medio de un conmutador, se
puedencrear saltos de voltage. Dado que este voltage puedesobrepasarlo
inicialmente previsto, resulta importante conocer estadesviaci¶on en relaci¶on
con la respuestade los componentes del circuito.

3. Ondas y calor

3.1. El problema de la cuerda vibran te

Consideremosla ecuaci¶on de ondas
8
><

>:

utt ¡ uxx = 0; 0 < x < L; t > 0
u(0; t) = u(L; t) = 0; t > 0;
u(x; 0) = u0(x); ut (x; 0) = 0; 0 < x < L:

(3.4)

El sistema(3.4) esun modelosimplepara el an¶alisisde las vibracionesde
una cuerda de longitud L (que ocupa el intervalo espacialx 2 (0; L)) y que
est¶a ¯ja en susextremosx = 0; L. La inc¶ognita u = u(x; t), que dependedel
espaciox y del tiempo t, denotala altura a la queseencuentra el punto x dela
cuerda(del intervalo (0; L)), enel instante detiempo t (ver ¯gura 3). Setrata
de una ecuaci¶on en derivadasparcialesde ordendos,complementada por dos
condicionesdecontorno quere°ejan el quela cuerdaest¶e¯ja ensusextremos.
Para ver su derivaci¶on a partir de las correspondientesconsideracionesf¶³sicas
sepuedeconsultar [St].

u

0

u(x,t)

x L

Figura 3: Cuerda

En la ¶ultima ecuaci¶on de (3.4) seestablecenlas condicionesiniciales que
la soluci¶on ha de satisfaceren el instante t = 0. Al tratarse de una ecuaci¶on
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de segundoorden en tiempo imponemostanto la con¯guraci¶on inicial de u,
u0, como la velocidad ut (x; 0) = 0, condici¶on ¶esta que expresael hecho de
quela cuerdaseencuentra en reposoantes de soltarla. Sin embargo,en otras
situaciones,puedetener sentido dar un valor u1(x) para la velocidad inicial,
con lo que la condici¶on quedar¶³a ut (x; 0) = u1(x).

Mediante ut (resp.ux ) denotamosla derivada parcial de u con respecto a
t (resp. x). De estemodo, utt representa la derivada parcial de orden dosde
u con respectode t dosveces.M¶asadelante tambi¶en utilizaremosla notaci¶on
@t (resp. @x ) para denotar el operador de derivaci¶on parcial con respecto a t
(resp. x). Asimismo@2

t (resp. @2
x ), denotar¶a el operadorde derivaci¶on parcial

con respecto a t (resp. x) dosveces.
Comohemosindicado en el apartado 2.1, en 1747d'Alembert ([D1],[D2])

propuso la siguiente expresi¶on para la soluci¶on general de la ecuaci¶on de
ondassin condicionesde contorno

u(x; t) = f (x + t) + g(x ¡ t): (3.5)

Conviene observar que la expresi¶on de la soluci¶on u que (3.5) proporciona
no esm¶as que la superposici¶on de dos ondasde transporte: f (x + t) que se
desplazasin deformarsea velocidad 1 en la direcci¶on negativa del eje de las
x, mientras queg(x ¡ t) lo hacehacia la derecha. No esdif¶³cil comprobarque
(3.5) proporcionala expresi¶on de la soluci¶on generalde la ecuaci¶on de ondas.
En efecto,basta observar que el operador diferencial @2

t ¡ @2
x involucradoen

la ecuaci¶on de ondassepuedefactorizar como

@2
t ¡ @2

x = (@t + @x ) (@t ¡ @x ) : (3.6)

Vemosentoncesque las dosondasde transporte en las quesedescomponela
soluci¶on, correspondena las solucionesde las ecuaciones

(@t + @x ) u = 0; (@t ¡ @x ) u = 0 (3.7)

respectivamente. En efecto,la soluci¶on de la primera ecuaci¶on esde la forma
u = g(x ¡ t) mientras que la de la segundaesu = f (x + t).

Posteriormente, D. Bernouilli en 1753 en [Be] obtuvo solucionesde la
ecuaci¶on de la cuerdavibrante de la siguiente forma:

u =
1X

k=1

bk cos

Ã
k¼
L

t

!

sin

Ã
k¼
L

x

!

: (3.8)
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Si la longitud de la cuerdafueseL = ¼, las solucionesquedar¶³an

u =
1X

k=1

bk cos(kt) sin(kx) : (3.9)

Bernouilli hab¶³a llegadoa estasoluci¶on superponiendosolucionesde la forma

uk = bk cos(kt) sin(kx) : (3.10)

Un simple c¶alculo permite comprobar que la funci¶on de¯nida en (3.10) es
soluci¶on de (3.4). Obviamente, en la ¶epoca de D. Bernouilli el conceptode
seriede funciones,o incluso el propio conceptode funci¶on, no estabanaun
bien de¯nidos, por lo que en estepunto la serie(3.9) ha de ser interpretada
de manera forma. Sin embargo, hemosquerido constatar que D. Bernouilli
entendi¶o que la superposici¶on de solucionesde base como (3.10) permite
construir clasesm¶as generalesde solucionesde (3.4).

Una primera cuesti¶on importante que seplantea de maneranatural esla
coincidenciadeexpresionesdel tip o (3.5) y (3.9). Efectivamente, enla medida
en que para datos iniciales ¯jados (posici¶on y velocidad inicial de la cuerda)
la soluci¶on de (3.4) es ¶unica, y si las dos representaciones(3.5) y (3.9) son
v¶alidas, ambashan de coincidir.

Esto esefectivamente as¶³. Consideremosuno de los t¶erminosinvolucrados
en (3.9). Es decir, una soluci¶on de la forma cos(kt) sin(kx). Utilizando las
f¶ormulas trigonom¶etricas habitualesvemosque

cos(kt) sin(kx) =
1
2

[sin(k(x + t)) + sin(k(x ¡ t))]

=
1
2

[f k(x + t) + f k(x ¡ t)]

donde
f k(z) = sin(kz) :

Tratando de un modo an¶alogo los dem¶as t¶erminosde (3.9) vemosque, efec-
tivamente, la funci¶on desarrolladaen seriesde Fourier (3.9) puedeserescrita
en la forma (3.5) comosuperposici¶on de dosondasde transporte.

Esta simple observaci¶on ilustra el modo en que en un desarrollo en se-
rie de Fourier puededetectarsela velocidad a la que se propaga la funci¶on
representada por dicha serie.Efectivamente, tal y comomencion¶abamosante-
riormente, comosedesprendede la f¶ormula ded'Alembert (3.5), la velocidad
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de propagaci¶on en el modelo (3.4) es 1. Esto puedeobservarse tambi¶en en
el desarrolloen seriede Fourier (3.8) por el simple hecho de que a una os-
cilaci¶on espacialsin(kx) le corresponda una respuestatemporal de la forma
bk cos(kt).

Se observa asimismoque en la ecuaci¶on de ondasconsideradahay una
ausenciade dispersi¶on, entendiendopor dispersi¶on el fen¶omenoseg¶un el cual
losdiferentescomponentesdeFourier sepropagana velocidadesdistintas, tal
y comoocurre en el cl¶asicomodelo de Korteweg-deVries [K] para el avance
de las olaso en la ecuaci¶on de SchrÄodinger.

Evidentemente, los efectosdispersivos hacenque la forma de la soluci¶on
cambie completamente en el tiempo.

Para convencersede¶estobastaconsiderarla ecuaci¶on deKdV linealizada:

ut + uxxx = 0:

En estecaso,si el dato inicial esde la forma

u(x; 0) =
X

k¸ 1

akeik ¼x (3.11)

la soluci¶on correspondiente es

u =
X

k¸ 1

akeik 3¼3 teik ¼x : (3.12)

ObservamosentoncesquelasdiferentescomponentesdeFourier dela soluci¶on
son de la forma eik 3¼3 teik ¼x = f k(k2¼2t + x) con f k(z) = eik ¼z. Por lo tanto,
cadacomponente de Fourier sepropagaa una velocidad distinta ¡ k2¼2.

3.2. El problema de la difusi¶on del calor

Comohemosmencionadoen el apartado 2.2, Fourier analiz¶o el problema
de la difusi¶on del calor en su tratado cl¶asicode 1822,([Fo]), llegandoa esta-
blecer,a partir de principios f¶³sicos,la ecuaci¶on generalque deb¶³a satisfacer
la temperatura u

@2u
@x2

+
@2u
@y2

+
@2u
@z2

=
@u
@t

(3.13)

que esla ecuaci¶on (tridimensional) del calor.
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La ecuaci¶on (unidimensional) del calor (cuya derivaci¶on sepuedever en
[Si], pp. 324-325)es

8
><

>:

ut ¡ uxx = 0; 0 < x < L; t > 0
u(0; t) = u(L; t) = 0; t > 0;
u(x; 0) = u0(x) 0 < x < L:

(3.14)

0 Lx

Figura 4: Varilla de longitud L

El modelo (3.14) describe la variaci¶on de la temperatura a lo largo de
una varilla de longitud L (ver ¯gura 4). Sesuponeque eslo su¯cientemente
delgadacomopara que en todos los puntos de cadasecci¶on perpendicular a
la varilla sepuedeconsiderarel mismo valor de la temperatura. Suponemos
asimismo,que la varilla est¶a completamente aisladadel exterior, de manera
que no pueda°uir calor a trav¶esde su super¯cie lateral.

Las condicionesu(0; t) = u(L; t) = 0 son las condicionesde contorno,
que nos indican que, en los extremos,la temperatura semantiene nula. En
la pr¶actica, frecuentemente, estascondicionesse sustituyen por otras de la
forma ux (0; t) = ux (L; t) = 0, en las que quedare°ejado el hecho de que el
°ujo de calor a trav¶esde la frontera esnulo.

La ¶ultima condici¶on, u(x; 0) = u0(x), es la condici¶on inicial y describe,
por medio de la funci¶on u0(x), cu¶al es la distribuci¶on de temperaturas que
hab¶³a inicialmente a lo largo de la varilla.

Como ya hemosmencionado,J. Fourier no s¶olo dedujo la ecuaci¶on del
calorsinoqueestableci¶o un programasistem¶atico deresoluci¶on deEcuaciones
en Derivadas Parciales, el m¶etodo de separaci¶on de variables o m¶etodo de
Fourier que involucra varias etapas:

Descomposici¶on de los datos del problemaen seriesde Fourier.

Obtenci¶on de la evoluci¶on de cadacoe¯ciente de Fourier en funci¶on de
la EDP y de los datos.
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Reconstrucci¶on de la soluci¶on como superposici¶on de cada una de las
componentes de Fourier (seriede Fourier).

A diferenciadel procedimiento utilizado por d'Alembert y Euler quecon-
sist¶³a fundamentalmente en superponer solucioneselementales de la forma
(3.10), encontradas ad hoc para la ecuaci¶on de ondas;Fourier ataca el pro-
blema de una maneram¶as general.

En primer lugar sebuscansolucionesqueseanfuncionescon las variables
separadas,

u(x; t) = X (x)T(t) (3.15)

Esto da lugar a dos EcuacionesDiferencialesOrdinarias, para X (x) e T(t),
respectivamente que, junto con las condicionesde contorno, dan lugar a dos
grupos de soluciones1

X k(x) = sin(kx); k = 1; 2; 3; : : : (3.16)

Tk(t) = e¡ k2 t ; k = 1; 2; 3; : : : (3.17)

(los detallessobrela soluci¶on de estosproblemaspuedenconsultarseen cual-
quier texto de ecuaciones,por ejemplo, [Si] o [Zi])

Por lo tanto, las solucionesproducto resultantes ser¶an

uk(x; t) = e¡ k2 t sin(kx); k = 1; 2; 3; : : : (3.18)

Aplicando el principio de superposici¶on, tambi¶en ser¶a soluci¶on cualquier
combinaci¶on lineal ¯nita de las funcionesanteriores, esdecir,

b1u1(x; t) + b2u2(x; t) + : : : + bnun (x; t) (3.19)

Sin embargo, Fourier va m¶as all¶a y a¯rma, sin preocuparsedemasiado
sobre los problemas de convergencia,que tambi¶en la siguiente funci¶on es
soluci¶on de la ecuaci¶on del calor

u(x; t) =
1X

k=1

bke¡ k2 t sin(kx) (3.20)

1Estas solucionescorresponden realmente al casoen el que la longitud de la varilla es
L = ¼.
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Y para queestoseaas¶³, necesitaquesesatisfagala condici¶on inicial u(x; 0) =
u0(x). Por lo tanto, necesitapoder desarrollar la funci¶on u0(x) en la forma

u(x; 0) =
1X

k=1

bk sin(kx) (3.21)

Pero, para Fourier, este problema queda resuelto en tanto en cuanto sea
posiblecalcular los coe¯cientes bk mediante la f¶ormula

bk =
2
¼

Z ¼

0
f (x) sin(kx)dx (3.22)

Este es pues el punto controvertido del trabajo de Fourier y la raz¶on
por la que Lagrange, Laplace y Legendreno van a aceptar el trabajo de
Fourier sin m¶as. Sin embargo, el pasodel tiempo y, fundamentalmente, los
posteriorestrabajos de Dirichlet y de Riemann sobre las condicionespara
queuna seriede Fourier seaconvergente, acabandandoal an¶alisisde Fourier
la importancia que realmente tiene.

Fourier tambi¶en estudia el casoestacionario (independiente del tiempo
t) de la ecuaci¶on del calor

@2u
@x2

+
@2u
@y2

+
@2u
@z2

= 0 (3.23)

al que aplica tambi¶en su m¶etodo de separaci¶on de variables.Esta ecuaci¶on,
que se suele llamar ecuaci¶on de Laplace ha dado lugar a la rama de las
matem¶aticas denominadaTeor¶³a del Potencial, de suma importancia a la
hora de estudiar fen¶omenoscomola gravitaci¶on.

4. Fen¶omeno de Gibbs

Esta secci¶on est¶a enteramente dedicadaal fen¶omenode Gibbs. En pri-
mer lugar lo describiremosmediante un ejemplo concreto: la funci¶on salto,
tambi¶en veremoslas gr¶a¯cas de las sumasparcialesde Fourier para la fun-
ci¶on delta de Dirac. Despu¶es analizaremoslas gr¶a¯cas que se producen al
sumar los t¶erminosde las sumasparcialesde Fourier de una forma diferente:
el m¶etodo de sumaci¶on de Fej¶er. Adem¶as compararemoslas gr¶a¯cas obteni-
das mediante las sumasparcialesde Fourier y las sumasparcialesde Fej¶er,
observando un curiosofen¶omeno.
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4.1. Fen¶omeno de Gibbs en series de Fourier

4.1.1. La funci¶on salto

Consideremosla funci¶on salto

f (x) =
½

¡ 1 ; si ¡ ¼· x < 0
1 ; si 0 · x · ¼

(4.24)

La N -¶esimasuma parcial correspondiente a su seriede Fourier viene dada
por la expresi¶on

sN (x) =
a0

2
+

NX

k=1

[ak cos(kx) + bk sin(kx)] (4.25)

donde los coe¯cientes de Fourier secalculan utilizando las f¶ormulas (2.2) y
(2.3).

Como f esuna funci¶on impar, ak = 0, para todo k = 0; 1; 2; : : :
Por otra parte, bk puede calcularsede forma expl¶³cita, obteni¶endoseel

siguiente resultado:

bk =
2
¼

Ã
1 ¡ (¡ 1)k

k

!

; para k = 1; 2; : : :

Por tanto, para nuestra funci¶on salto, la sumaparcial de Fourier queda

sN (x) =
NX

k=1

2
¼

Ã
1 ¡ (¡ 1)k

k

!

sin(kx) (4.26)

Por otra parte, comobk = 0 si k espar, la sumasepuedeescribir tambi¶en
de la forma

s2n¡ 1(x) =
4
¼

nX

r =1

1
2r ¡ 1

sin((2r ¡ 1)x) (4.27)

=
4
¼

"

sin(x) +
sin(3x)

3
+ : : : +

sin((2n ¡ 1)x)
2n ¡ 1

#

(4.28)

Con el programa para Ma tlab incluido en el apartado 5.1, se pueden
dibujar las gr¶a¯cas de las sumasparcialesde Fourier para la funci¶on salto.
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Una vezguardadocon el nombre sumpar.m, 2 para activarlo, bastacon escri-
bir, por ejemplo,>>sumpar(30) y obtendremosla gr¶a¯ca de la sumaparcial
de Fourier para N = 30 (ver ¯gura 5).

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
Fen�meno de Gibbs

Figura 5: Sumaparcial de Fourier N = 30

Sabemosque,si f y f 0 soncontinuas,salvo enun n¶umero¯nito depuntos
de discontinuidas de tip o salto, las sumas parciales de Fourier convergen
puntualmente a f (x) en los puntos de continuidad de f y a la media de
los l¶³mites lateralesen los puntos de discontinuidad (para una demostraci¶on,
v¶ease[M]).

Este resultadoseaplica al casoparticular de la funci¶on salto queestamos
considerandoy que presenta una singularidad en x = 0: una discontinuidad
de tip o salto. En las ¯guras 5 apreciamosla forma en la que, efectivamente,
cuando x 6= 0, las seriesde Fourier aproximan el valor de la funci¶on en x,
mientras que en x = 0 convergena la media de los l¶³mites laterales,nula en
estecasopuestoque [f (0¡ ) + f (0+)] =2 = (1 ¡ 1)=2 = 0.

En estepunto de discontinuidad x = 0 se aprecia tambi¶en con claridad
el fen¶omeno de Gibbs. En efecto, se observa claramente que la gr¶a¯ca de

2Para escribir el programa 5.1 se ha preferido la expresi¶on (4.26) en lugar de (4.27)
debido a que, al ser m¶asgeneral,el programa sepuedemodi¯car f¶acilmente para aplicarlo
a cualquier otra funci¶on.
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la suma parcial de Fourier excedea la de la funci¶on salto en el punto de
discontinuidad. Por ejemplo, a la derecha del punto x = 0 se ve c¶omo la
gr¶a¯ca de la suma parcial de Fourier supera con nitidez a la de la funci¶on
salto. La gr¶a¯ca de la ¯gura 6, donde este hecho se pone de mani¯esto,
seha conseguidohaciendoprimero >>sumpar(300), para generarla gr¶a¯ca
completa y despu¶es, con el comando>>zoom, que permite seleccionaruna
zona de la gr¶a¯ca, con el rat¶on, para ampliarla. En la ¯gura 7, se puede
observar c¶omo las gr¶a¯cas de las sumasparcialessobresalenpor debajo de la
gr¶a¯ca de f (x), en las proximidadesdel punto (0,-1).

�0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

Fen�meno de Gibbs

Figura 6: Sumaparcial de Fourier N = 300,proximidadesde (0,1)

En la ¯gura 5 observamosque el fen¶omenode Gibbs tambi¶en seproduce
en los extremosx = § ¼del intervalo (¡ ¼; ¼). Esto esdebido a que la suma
parcial de Fourier aproxima a la extensi¶on peri¶odica de per¶³odo 2¼ de la
funci¶on salto,quepresenta discontinuidadesenlospuntos dela forma x = k¼,
k 2 ZI

Sepuededemostrar,para estafunci¶on particular (ver [Na], pp. 662-663),
que el m¶aximo de s2n¡ 1(x) m¶ascercanoa x = 0 (por la derecha) esel punto
x = ¼

2n y que en estepunto

l¶³m
n!1

s2n¡ 1(
¼
2n

) =
2
¼

Si(¼) ¼ 1;1790::: (4.29)

Aqu¶³ y en lo sucesivo Si denota la funci¶on Si(x) =
Z x

0

sin(t)
t

dt.
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Figura 7: Sumaparcial de Fourier N = 300,proximidadesde (0,-1)

(Para evaluar aproximadamente Si(¼), sepuedeutilizar el comandode Ma-
tlab , sinint(pi)=1.8519... , ya que la primitiv a de sin(t)=t, no sepuede
expresarcon funcioneselementales.3)

El c¶alculo (4.29) nos indica que las aproximacionesque nos ofrecenlas
sumasparciales de Fourier excedenal valor verdadero de la funci¶on, a la
derecha, esdecir, a f (0+) = 1 en 0;18, lo que supone aproximadamente un
9% de la longitud del salto, que en estecasoes2.

En general,sepuededemostrarel siguiente teorema,debidoa M. Bôcher
(ver [Bo], la demostraci¶on puedeversetambi¶en en [HH] y [C]):

Teorema Sea f una funci¶on real de variablereal, con per¶³odo 2¼. Supon-
gamosquef y f 0 son ambas continuas excepto para un n¶umero ¯nito de dis-
continuidadesde tipo salto en el intervalo [¡ ¼; ¼]. Sea sN (x) la sumaparcial
de ordenN de Fourier. Entonces,en un punto a de discontinuidad, las gr¶a¯-
cas de las funciones sN (x) convergen al segmentovertical (ver ¯gura 8) de
longitud

L =
2
¼

Si(¼)jf (a+) ¡ f (a¡ )j centrado en el punto (a; 1
2(f (a+) + f (a¡ )).

La raz¶on entre la longitud del segmento L (al que tienden las gr¶a¯-
cas de las sN (x)) y la longitud del salto de la discontinuidad, es decir,

3Curiosamente en algunasreferenciascl¶asicasesta constante aparecemal calculada.
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Figura 8: Fen¶omenode Gibbs en un punto de discontinuidad

L = jf (a+) ¡ f (a¡ )j, sedenominaconstantede Gibbs y su valor

L
L

=
2
¼

Si(¼) (4.30)

coincide, evidentemente, con el obtenido para nuestro caso particular en
(4.29).

4.1.2. Un imp ortan te ejemplo: la \funci¶on"delta de Dirac

En 1926, el f¶³sico ingl¶es P.A.M. Dirac (1902-1984),introdujo la \fun-
ci¶on"delta de Dirac ([Di]), (que denotaremos±(x)) en conexi¶on con sus es-
tudios sobreMec¶anica Cu¶antica. Realmente no setrata de una funci¶on en el
sentido ordinario del t¶ermino, sino de una distribuci¶on (ver [Sc]).

La delta de Dirac vienecaracterizadapor las siguientes propiedades:

1. ±(x) = 0 si x 6= 0.

2. ±(0) no est¶a de¯nida.

3.
Z

±(x)dx = 1, siempreque el recinto de integraci¶on incluya a x = 0.

4. Si g(x) esuna funci¶on continua en IR, entonces
Z

g(x)±(x)dx = g(0).
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En la ¯gura 9 representamos la delta de Dirac en un sentido ¯gurado: la
delta de Dirac puedeinterpretarse como una funci¶on que seanula en todos
los puntos salvo en en x = 0, dondetoma el valor in¯nito.

Para a 6= 0, la funci¶on ±(x ¡ a), ser¶³a la misma funci¶on o distribuci¶on
pero trasladadaa x = a.

0 X

Y

Figura 9: Delta de Dirac, ±(x)

El conceptode la funci¶on delta de Dirac, tambi¶en llamada funci¶on im-
pulsounitario , resulta un modelo ¶util en situacionesen las que,por ejemplo,
tenemosun sistemamec¶anico sobreel que act¶ua una fuerzaexterna de gran
magnitud durante un breve instante de tiempo. En el casoextremoen el que
esta fuerza estuvieseconcentrada en un punto, vendr¶³a representada por la
delta de Dirac.

La delta de Dirac puede,efectivamente, entendersecomoel l¶³mite de una
sucesi¶on de funcionesque, con masaunidad, seconcentran in¯nitamen te en
torno a un punto. En efecto,seaf una funci¶on regular tal que

f (x) = 0, si jxj > 1;
Z

f (x)dx = 1;

f (x) ¸ 0, para todo x 2 IR.

Consideramosahora la sucesi¶on de funciones

f ² (x) =
1
²
f (

x
²

):
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Este cambio de escalano altera la masatotal de la funci¶on, puestoque
Z

f ² (x)dx =
Z 1

²
f (

x
²

)dx =
Z

f (y)dy = 1:

Sin embargo,a medidaque² tiende a 0, el soporte de la funci¶on f ² secontrae,
puestoque

f ² (x) ! 0 si jxj > ²:

En el l¶³mite, cuando ² ! 0, las funcionesf ² , cada vez m¶as concentradas,
convergena la delta de Dirac, puestoque

Z
f ² (x)g(x)dx =

1
²

Z
f (

x
²

)g(x)dx =
Z

f (x)g(²x )dx

¡ ! g(0)
Z

f (x)dx = g(0) =
Z

g(x)±(x)dx

cuando² ! 0, para toda funci¶on g continua y acotada.

Vamosa calcular las sumasparcialesde Fourier para la delta de Dirac.
Pero,>c¶omopuedeexpresarseconuna serietrigonom¶etrica una \funci¶on"tan
singularcomola delta deDirac?Si, comohemosvisto enel la secci¶on 2; ya fue
dif¶³cil que seaceptase,por parte de contempor¶aneosde Euler y Fourier, que
una funci¶on de tip o salto sepudiera expresara trav¶esde su seriede Fourier;
resulta interesante imaginar lo quehabr¶³an pensadode quien intentasehacer
lo mismo para un objeto comola delta de Dirac.

En realidad, lo que vamos a hacer es calcular las sumas parciales de
Fourier correspondientes a una determinadacombinaci¶on lineal de deltas de
Dirac,

¢( x) =
X

z= par
±(x + z¼) ¡

X

z= impar

±(x + z¼) (4.31)

que se obtiene al extender de manera peri¶odica, con per¶³odo 2¼ la \fun-
ci¶on"que coincide con la delta de Dirac ±(x) en x = 0 y con ¡ ±(x ¡ ¼)
en el punto x = ¼, es decir, con la ± trasladada y cambiada de signo, la
re°ejada impar de la ±(x). Dicho de otra forma, la funci¶on quehemosllama-
do ¢( x), est¶a compuestapor: impulsos unitarios positivos en los m¶ultiplos
pares de ¼, es decir, puntos de la forma : : : ; ¡ 2¼; 0; 2¼; 4¼; : : :; e impulsos
unitarios negativos en los m¶ultiplos imparesde ¼, esdecir, puntos de la for-
ma : : : ; ¡ 3¼; ¡ ¼; ¼; 3¼; : : :. La gr¶a¯ca de esta funci¶on sepodr¶³a representar
comoen la ¯gura 10.
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Y

X0

Figura 10: \funci¶on"¢( x)

Aplicamos nuevamente las f¶ormulas (2.2) y (2.3) teniendoen cuenta que
¢( x) esuna funci¶on par,

ak =
1
¼

Z ¼

¡ ¼
¢( x) cos(kx)dx =

2
¼

Z ¼

0
¢( x) cos(kx)dx

=
Z ¼

0
(±(x) ¡ ±(x ¡ ¼)) cos(kx)dx

=
2
¼

(cos(0)¡ cos(k¼))

=
2
¼

(1 ¡ (¡ 1)k)

bk =
1
¼

Z ¼

¡ ¼
¢( x) sin(kx)dx = 0

Por tanto, la sumaparcial de Fourier para la funci¶on ¢( x) queda

s¢ ;N (x) =
NX

k=0

2
¼

(1 ¡ (¡ 1)k) cos(kx) (4.32)

que sepuedeexpresarde la siguiente forma, dado que para los valorespares
de k los sumandosseanulan:

s¢ ;2n¡ 1(x) =
4
¼

nX

r =1

cos((2r ¡ 1)x) (4.33)

=
4
¼

[cos(x) + cos(3x) + : : : + cos((2n ¡ 1)x)] (4.34)
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El programa de Ma tlab incluido en el apartado 5.2 puede utilizarse
para representar las sumasparcialesdescritasmediante la f¶ormula (4.32). Su
sintaxis es:>>deltafun(N,xmin,xmax) , dondeNesel n¶umero de sumandos
y xmin y xmaxson los valoresdel rango en el que queremosque aparezcala
gr¶a¯ca. Por ejemplo,la gr¶a¯ca de la ¯gura 11 seha generadoconel comando
>>deltafun(30,-pi,pi) y, la gr¶a¯ca de la ¯gura 12 seha generadocon el
comando>>deltafun(100,-5*pi,5*pi) (comp¶arenseestasgr¶a¯cas con el
esquemainicial de la funci¶on ¢( x) mostradoen la ¯gura 10).

�4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4
�20

�15

�10

�5

0
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10

15

20
deltafun(30,�pi,pi)

Figura 11: sumade Fourier de ¢( x), N = 30

Los c¶alculosy gr¶a¯cas obtenidasrequierenalgunasobservaciones:

En primer lugar, con toda seguridadel lector ya se ha dado cuenta,
la expresi¶on obtenida en (4.33) es exactamente la derivada de la que
obtuvimos en (4.28) (esto explica la maneratan enrevesadaen que se
de¯ni¶o la funci¶on ¢( x).) Es decir,

d
dx

[s2n¡ 1(x)] = s¢ ;2n¡ 1(x) (4.35)

Lo cualnoshacepensarque,encierto sentido,4 la derivadadela funci¶on
4Este sentido no es otro que el de la Teor¶³a de las Distribuciones, de la cual, la delta

de Dirac no esm¶as que un ejemplo, ver nuevamente [Sc].
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Figura 12: sumade Fourier de ¢( x), N = 100

salto (4.24) debe ser la \funci¶on"¢( x) (4.31).

A partir de la observaci¶on anterior; si la derivadade lassumasparciales
dela funci¶on salto sonlassumasparcialesde la delta deDirac, entonces
la integral delassumasparcialesdela delta ser¶an lasdela funci¶on salto,
esdecir,

s2n¡ 1(x) =
Z x

0
s¢ ;2n¡ 1(t)dt (4.36)

Por otra parte, s¢ ;2n¡ 1(x) admite una expresi¶on m¶as c¶omoda:

s¢ ;2n¡ 1(x) =
4
¼

nX

r =1

cos((2r ¡ 1)x)

=
2

¼sin(x)

nX

r =1

2sin(x) cos((2r ¡ 1)x)

=
2

¼sin(x)

nX

r =1

[sin(2rx) ¡ sin(2(r ¡ 1)x)]

=
2

¼sin(x)

" nX

r =1

sin(2rx) ¡
n¡ 1X

r =0

sin(2rx)

#

=
2
¼

sin(2nx)
sin(x)
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Este hecho, junto con (4.36), proporciona la siguiente expresi¶on para
las sumasparcialesde Fourier de la funci¶on salto:

s2n¡ 1(x) =
2
¼

Z x

0

sin(2nt)
sin(t)

dt; (4.37)

mientras que
d
dx

[s2n¡ 1(x)] =
2
¼

sin(2nx)
sin(x)

(4.38)

Sepuedecomprobarde estaforma, quelos puntos cr¶³ticosde las sumas
parciales de la funci¶on salto son los cerosde las sumasparciales de
la delta de Dirac. Es decir, que la altura que se alcanzaen el primer
m¶aximo de la sumaparcial de Fourier de la funci¶on salto, a la derecha
de x = 0, esla mitad del ¶area por debajo del arco central de la gr¶a¯ca
11. Es decir,

s2n¡ 1(
¼
2n

) =
2
¼

Z ¼
2n

0

sin(2nt)
sin(t)

dt: (4.39)

Pasandoal l¶³mite cuandon ! 1 y en virtud de (4.29), necesariamente
habremosde obtener el mismo valor. Por tanto,

Z ¼
2n

0

sin(2nt)
sin(t)

dt ¡ !
Z ¼

0

sin(t)
t

dt = Si(¼) (4.40)

(Ver [C], pp. 300-301.)

En las gr¶a¯cas de las ¯guras 11 y 12 pareceobservarse tambi¶en algo
parecido al fen¶omenode Gibbs. Pero ahora es algo distinto a lo que
ocurr¶³aconla funci¶on salto. En la funci¶on salto ve¶³amosquelasgr¶a¯cas
de las sumasparciales(¯guras 6 y 7) exced¶³an,o quedabanpor debajo,
de la funci¶on enlosalrededoresde lospuntos dediscontinuidad. Aqu¶³ la
situaci¶on espeor, porqueestoocurre no s¶olo en las cercan¶³asde x = 0
sino a lo largo de los puntos de continuidad de la funci¶on original, por
ejemplo, en los puntos del intervalo (0; ¼). Adem¶as esta situaci¶on no
cambia aunqueaumentemosla cantidad desumandos.>Cu¶al esla raz¶on
de estecomportamiento tan an¶omalo?Simplemente, ahora ni siquiera
tenemosconvergenciapuntual. En efecto,si tomamos,por ejemplo,un
punto x0 2 (0; ¼), la funci¶on original valdr¶³a ¢( x0) = 0. Sin embargo,
la sucesi¶on
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s¢ ;2n¡ 1(x0) =
2
¼

sin(2nx0)
sin(x0)

(4.41)

no convergecuandon ! 1 . De hecho, lo queocurre esquela gr¶a¯ca de

s¢ ;2n¡ 1(x) oscilaentre las gr¶a¯cas de las dos funcionesy = §
2
¼

1
sin(x)

,

que acotan superior e inferiormente a s¢ ;2n¡ 1(x), esdecir,
¯
¯
¯
¯
¯
2
¼

sin(2nx)
sin(x)

¯
¯
¯
¯
¯
·

2
¼

1
j sin(x)j

(4.42)

En la ¯gura 13 hemosdibujado la gr¶a¯ca de la suma parcial de la
delta de Dirac hasta el sumando N = 50 (que ser¶³a lo mismo que
n = 25, seg¶un la notaci¶on s¢ ;2n¡ 1(x)), en el intervalo [ ¡ ¼

2 ; ¼
2 ] junto con

las gr¶a¯cas de las funcionesy = §
2
¼

1
sin(x)

.
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deltafun(50,�pi/2,pi/2); y=+�(2/pi)(1/sin(x))

Figura 13: \fen¶omenode Gibbs"en delta Dirac, N = 50

Entonces, >qu¶e tip o de representaci¶on es la que producen las sumas
parcialesde Fourier para la delta de Dirac en la que ni siquiera hay
convergenciapuntual para los puntos de continuidad? La respuestaes
que s¶³ hay convergencia,pero es una convergenciaespecial, una con-
vergencia\d ¶ebil": comohemospodido ver m¶as arriba, en la de¯nici¶on
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de la delta de Dirac, esta funci¶on no sede¯ne de una maneracl¶asica,
dando sus valores, sino m¶as bien a trav¶es de sus efectossobre otras
funcionesen el sentido de las distribuciones.Y en estesentido, las su-
masparcialesde Fourier de la delta producensobreotras funcioneslos
mismosefectos,puesto que las oscilacionesse cancelana trav¶es de la
integraci¶on.

4.2. M ¶eto do de sumaci¶on de Fej¶er

En 1903,el matem¶atico h¶ungaroL. Fej¶er (1880-1959),propusouna nueva
forma de sumar los t¶erminos de la serie de Fourier. Se trata de sumar los
promediosde las sumasparcialesy pasaral l¶³mite. Seobtieneas¶³ una nueva
sucesi¶on de funcionesque produceconvergenciaincluso en algunoscasosen
los que la serieoriginal no la tiene.

Veamosc¶omo seconstruye la sumaFej¶er a partir de las sumasparciales
de la serie de Fourier: dada la suma parcial de Fourier (4.25) construimos
una nueva sucesi¶on con el promediode las sumasparciales,

¾M (x) =
1

M + 1

MX

N =0

sN (x) =
s0(x) + s1(x) + : : : + sM (x)

M + 1
: (4.43)

La sumade Fej¶er esentonces

s(x) = l¶³m
M !1

¾M (x): (4.44)

En cuanto a la convergenciade la sumade Fej¶er setiene el siguiente

Teorema de Fej¶er ([Fe]) Sea f (x) de¯nida en el intervalo (¡ ¼; ¼). Si
f es acotada, suponemosquees integrable;si no es acotada, suponemosque
la integral

R¼
¡ ¼ f (x)dx es absolutamenteconvergente. Entonces, para cual-

quier punto x del intervalo las sumasparciales de Fej¶er ¾M (x) convergen a
1
2

(f (x+) + f (x¡ )).

Y comouna consecuenciadel Teoremade Fej¶er tenemosque,
Si f (x) escontinua en [a;b], entonces la sucesi¶on de las medias aritm¶eti-

cas ¾0; ¾1; ¾2; : : : converge uniformementea f (x) en el interior del intervalo
(a;b).
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Obviamente, cuando f es continua en x,
1
2

(f (x+) + f (x¡ )) = f (x) y,

por tanto, ¾M (x) convergea f (x).
Esta esla versi¶on m¶as cl¶asicadel teorema,utilizando la integral de Rie-

mann y su demostraci¶on se puedeencontrar en [C], pp. 254-258.Para ver
una versi¶on m¶as moderna, en t¶erminosde la integral de Lebesgue,sepuede
consultar [A], pp. 390-391.

En la secci¶on 5, seha incluido un programapara Ma tlab , (el programa
5.3) para dibujar las gr¶a¯cas de las sumasde Fej¶er para la funci¶on salto. Se
trata de haceruna peque~na modi¯caci¶on en el programasumpar.m, introdu-
ciendoun nuevo bucle que promedielas sumasde Fourier.

Por ejemplo,haciendo>>fejer(40) , seobtiene la gr¶a¯ca de la ¯gura 14.

�4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4
�1.5

�1

�0.5

0

0.5

1

1.5
Sumaci�n de Fejér

Figura 14: Sumaci¶on parcial de Fej¶er M = 40

Lo primero que seobserva en la nueva gr¶a¯ca esque ahora tenemosun
tip o deconvergenciadistinta, dehecho ahoratenemosconvergenciauniforme
(seg¶un el teoremaanterior) en el interior del intervalo (0; ¼) (y, por simetr¶³a,
en (¡ ¼; 0)). Por otra parte se puedeobservar que la gr¶a¯ca de la suma de
Fej¶er caepor debajo (en el 0 < x < ¼, y por encimaen ¡ ¼< x < 0) de la
gr¶a¯ca de f (x). De hecho, puedeprobarse,(ver nuevamente el cl¶asico[C], pp.
308) que todas las sumasparcialesde Fej¶er veri¯can j¾M (x)j < 1, esdecir,
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ahorano seproduce el fen¶omenode Gibbs y aunquela gr¶a¯ca sigueteniendo
las mismasoscilaciones,ahora sonmucho menores(de hecho, en la ¯gura no
seaprecian,habr¶³a que hacerzoompara visualizarlas.)

4.3. Fourier versus Fej¶er

Dibujemosahoralasgr¶a¯cas de lassumasdeFourier y lasdeFej¶er juntas.
En la ¯gura 15, hemos dibujado, superpuestas,las gr¶a¯cas de las sumas
parcialesdeFourier y Fej¶er hastael sumandoN = 11enel intervalo [0; ¼]. En
la ¯gura 16, seha representado lo mismo, pero ahora en el intervalo [¡ ¼; ¼].
En ambas¯guras sepuedeobservar c¶omolassumasparcialesdeFourier y las
de Fej¶er parecencoincidir en algunospuntos cr¶³ticosde las sumasde Fourier.
En concreto,en el intervalo [0; ¼], esto ocurre en los m¶³nimosy, debido a la
simetr¶³a impar, en el intervalo [¡ ¼; 0], ocurre en los m¶aximos.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Fourier y Féjer

Figura 15: Fourier versusFej¶er, N = 29

Veamosque este curioso fen¶omenono es s¶olo aparente, ni debido a los
erroresde redondeo,sino que ocurre de hecho:

En primer lugar, si la N -¶esimasumaparcial de Fourier es

sN (x) =
a0

2
+

NX

k=1

[ak cos(kx) + bk sin(kx)] (4.45)
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Fourier y Féjer

Figura 16: Fourier versusFej¶er, N = 11

entoncesla N -¶esimasumaparcial de Fej¶er, a partir de la expresi¶on (4.43), se
puedeescribir de la forma alternativa

¾N (x) =
a0

2
+

NX

k=1

¯ k [ak cos(kx) + bk sin(kx)] (4.46)

donde¯ k = 1 ¡ k
N +1 .

Para el casoparticular de la funci¶on salto, estasexpresionesseconvierten
en

s2n¡ 1(x) =
4
¼

nX

r =1

1
2r ¡ 1

sin((2r ¡ 1)x) (4.47)

y

¾2n¡ 1(x) =
4
¼

nX

r =1

µ

1 ¡
2r ¡ 1

2n

¶ 1
2r ¡ 1

sin((2r ¡ 1)x) (4.48)

Los puntos en que se cortan las gr¶a¯cas de (4.47) y (4.48), han de ser
solucionesde la ecuaci¶on

s2n¡ 1(x) ¡ ¾2n¡ 1(x) = 0 (4.49)
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Por otra parte, si estospuntos son m¶aximos o m¶³nimos,esdecir, puntos
cr¶³ticos de la funci¶on (4.47), entoncestambi¶en deben veri¯car la ecuaci¶on

d
dx

[s2n¡ 1(x)] = 0 (4.50)

La ecuaci¶on (4.49) la podemosescribir de la forma siguiente:

s2n¡ 1(x) ¡ ¾2n¡ 1(x) =
4
¼

nX

r =1

1
2n

sin((2r ¡ 1)x) = 0: (4.51)

Por tanto,
nX

r =1

sin((2r ¡ 1)x) = 0 (4.52)

que sepuedetransformar de la siguiente manera

0 =
nX

r =1

sin((2r ¡ 1)x) =
1

2sin(x)

nX

r =1

2sin((2r ¡ 1)x) sin(x)

=
1

2sin(x)

nX

r =1

[cos(2(r ¡ 1)x ¡ cos(2x))]

=
1

2sin(x)

" n¡ 1X

r =0

cos(2rx) ¡
nX

r =1

cos(2rx)

#

=
1 ¡ cos(2nx)

2sin(x)

Ahora bien, las solucionesde la ecuaci¶on

1 ¡ cos(2nx)
2sin(x)

= 0 (4.53)

en el intervalo (0; ¼) son los puntos de la forma

x1 =
¼
n

; x2 =
2¼
n

; : : : ; xn¡ 1 =
(n ¡ 1)¼

n
(4.54)

Y es sencillo comprobar que estospuntos son precisamente los m¶³nimos de
la funci¶on s2n¡ 1(x), ya que sab¶³amos,por (4.38), que

d
dx

[s2n¡ 1(x)] =
2
¼

sin(2nx)
sin(x)

(4.55)
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Luego,efectivamente las gr¶a¯cas de las sumasparcialesde Fourier y las
de Fej¶er secortan en los m¶³nimosde las primeras,en el intervalo (0; ¼) y, por
la simetr¶³a, en los m¶aximosdel intervalo (¡ ¼; 0) (exceptopara el cason = 1,
en el que no hay ning¶un m¶³nimo en (0; ¼).)

La primera cuesti¶on que aparecede manerainmediata es:>ocurrir¶a esto
en todos los casos?La respuestaes que no. Por ejemplo, en el casode la
funci¶on delta deDirac, queanalizamosenel apartado4.1.2,sepuedendibujar
conjuntamente lasgr¶a¯casdelassumasparcialesdeFourier y deFej¶er juntas,
como hemoshecho en la ¯gura 17, para observar que la gr¶a¯ca de Fej¶er no
pasapor los puntos cr¶³ticos mencionadosantes. (Para dibujar las gr¶a¯cas de
las sumasde Fej¶er para la delta de Dirac incluimos el programa5.4.)

�2 �1.5 �1 �0.5 0 0.5 1 1.5 2
�5

0

5

10

15

20
deltafun(30,�pi/2,pi/2);deltafej(30,�pi/2,pi/2)

Figura 17: Delta de Dirac: Fourier versusFej¶er, N = 30

Veamosno obstante, que tambi¶en hay otros desarrollosen los que seda
estacoincidencia,comopor ejemplo,en el casode la funci¶on

f (x) =

(
¡ x

2 ¡ ¼
2 ; si ¡ ¼· x < 0

¡ x
2 + ¼

2 ; si 0 · x · ¼ (4.56)

31



que vamosa analizar utilizando una t¶ecnicadistinta a la anterior. Esta fun-
ci¶on extendidaperi¶odicamente, con per¶³odo 2¼, a lo largo de todo el eje real
sedenominaa veces,funci¶on \diente de sierra".

Las sumasparcialesde Fourier de esta funci¶on son

sN (x) =
NX

k=1

1
k

sin(kx) (4.57)

y las sumasde Fej¶er

¾N (x) =
NX

k=1

Ã

1 ¡
k

N + 1

!
1
k

sin(kx) (4.58)
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Figura 18: \Dien te de sierra": Fourier versusFej¶er, N = 30

Ahora, para que las gr¶a¯cas de (4.57) y de (4.58) secorten en los puntos
cr¶³ticos de (4.57) hacefalta que las ecuaciones

sN (x) ¡ ¾N (x) =
1

N + 1

NX

k=1

sin(kx) = 0 (4.59)
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y
d

dx
[sN (x)] =

NX

k=1

cos(kx) = 0 (4.60)

tengan solucionescomunes.O lo que es lo mismo, utilizando la f¶ormula de
Euler eik x = cos(kx)+ i sin(kx), quehaya valoresrealesdex queseansoluci¶on
de la ecuaci¶on compleja

NX

k=1

cos(kx) + i
NX

k=1

sin(kx) =
NX

k=1

eik x = 0: (4.61)

Sumandola progresi¶on geom¶etrica

NX

k=1

eik x =
eix (1 ¡ eiN x )

1 ¡ eix
= 0; (4.62)

la ecuaci¶on sereducea
1 ¡ eiN x = 0 (4.63)

que tiene soluciones,en el intervalo (0; ¼)

x1 =
2¼
N

; x2 = 2:
2¼
N

; x3 = 3:
2¼
N

; : : : (4.64)

(el ¶ultimo punto en el intervalo ser¶³a xu = N ¡ 2
N ¼¶o xu = N ¡ 1

N ¼, dependiendo
de que N seapar o impar, respectivamente.) Adem¶as, estospuntos son los
m¶³nimosen esteintervalo.

Sehan incluido dosprogramasm¶aspara Ma tlab en la siguiente secci¶on:
el programafousin.m , 5.5y el fejsin , 5.6;quesirvenpara obtenerlasgr¶a¯-
casde (4.57) y (4.58), respectivamente. En la ¯gura 18, hemosrepresentado
las gr¶a¯cas de las sumasde Fourier y las de Fej¶er, correspondientes al va-
lor N = 30 (despu¶esseha hecho una ampliaci¶on para que aparezcas¶olo el
intervalo (0; ¼).)

De hecho, se puede utilizar un argumento an¶alogo para demostrar que

cualquier desarrollo de la forma
nX

k=1

1
ak

sin(akx), en el que ak seanenteros

positivos en progresi¶on aritm¶etica, tambi¶en lo veri¯ca. N¶oteseque, de esta

forma,
nX

k=1

eia k x esuna sumade una progresi¶on geom¶etrica.
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5. Programas para Matlab

Para la realizaci¶on de este trabajo se ha utilizado, en particular para
la parte gr¶a¯ca, el asistente Ma tlab , versi¶on 5.3 ReleaseR11, licencia de
campusde la Universidad Complutensede Madrid. Los c¶odigosde los pro-
gramascon los que sehan obtenido las gr¶a¯cas se incluyen a continuaci¶on.
Con peque~nas modi¯caciones sepuedenadaptar a cualquier funci¶on. Basta
con cambiar los valoresde los coe¯cientes.

No obstante, para algunos c¶alculos y comprobacionesconcretas,se ha
utilizado tambi¶en el asistente de C¶alculo Simb¶olico Derive . El lector po-
dr¶a consultar los comandosmediante los cualesse pueden dibujar sumas
parcialesde Fourier y sumasde Fej¶er puedeverseen el trabajo de R. Ro-
dr¶³guez-del-R¶³o ([R]). Algunasgr¶a¯cas de sumasde Fourier y sumasde Fej¶er
realizadascon Derive , pueden verseen el art¶³culo de J. Duoandikoetxea
([Du]); art¶³culo este¶ultimo en el que sepuedeencontrar un completo estu-
dio del desarrollohist¶orico del An¶alisis de Fourier desdesusor¶³geneshasta
nuestrosd¶³as.

5.1. Programa: sumpar.m

function sumpar(n)

% Sumasparciales de Fourier de la funci'on salto
% f(x)= -1 si -pi<x<0
% 1 si 0<x<pi
% n es el n'umero de sumandos

% Funci'on salto
x = -pi:0.001:pi;
f=-1*(x<0)+1*(x>0);

% sumasparciales de Fourier
s = zeros(size(x)); for k=1:n

s=s+((1-(-1)^k)/k)*sin(k*x);
end
s = 2/pi*s;

% gr'afica de las sumasparciales y de la funci'on salto
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plot(x, s, 'r', x, f, 'b'),grid;

title('Fen¶ omenode Gibbs');
% Fin del programa sumpar.m

5.2. Programa: deltafun.m

function deltafun(n,xmin,xmax)

% Sumasparciales de Fourier de la funci'on
% Delta(x)=
% =sum(delta(x+z*pi),z par)+sum(delta(x+z*pi),z impar)
%
% n es el n'umero de sumandos
% [xmin,xmax] es el rango de la gr'afica

dx=(xmax-xmin)/15000;
x = xmin:dx:xmax;

% sumasparciales de Fourier
s = zeros(size(x)); for k=1:n

s=s+(1-(-1)^k)*cos(k*x);
end s = 2/pi*s;

% gr'afica de las sumasparciales
plot(x, s),grid;

% Fin del programa deltafun.m

5.3. Programa: fejer.m

function fejer(m)

% Sumasde Fejer de la funci'on salto
% f(x)= -1 si -pi<x<0
% 1 si 0<x<pi
% m es el n'umero de sumandos
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% Funci'on salto
x = -pi:0.001:pi;
f=-1*(x<0)+1*(x>0);

% sumasparciales de Fejer
fej=zeros(size(x)); for n=1:m

s = zeros(size(x));
for k=1:n

s=s+((1-(-1)^k)/k)*sin(k*x);
end
s = 2/pi*s;
fej=fej+s;

end
fej=fej/(m+1);

% gr'afica de las sumasde Fejer y de la funci'on salto
plot(x, fej, 'r', x, f, 'b'),axis([-4 4 -1.5 1.5]),grid;

title('Sumaci¶ on de Fej¶er');
% Fin del programa fejer.m

5.4. Programa: deltafej.m

function deltafej(m,xmin,xmax)

% Sumasparciales de Fejer de
% la funci'on
% Delta(x)=
% =sum(delta(x+z*pi),z par)+sum(delta(x+z*pi),z impar)
%
% m es el n'umero de sumandos
% [xmin,xmax] es el rango de la gr'afica

dx=(xmax-xmin)/15000;
x = xmin:dx:xmax;

% sumasparciales de Fejer
fej=zeros(size(x)); for n=1:m,
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s = zeros(size(x));
for k=1:n,

s=s+(1-(-1)^k)*cos(k*x);
end
s = 2/pi*s;
fej=fej+s;

end
fej=fej/(m+1);

% gr'afica de las sumasparciales
plot(x, fej),grid;

% Fin del programa deltafej.m

5.5. Programa: fousin.m

function fousin(n)

% Sumasparciales de Fourier de
% la funci'on diente de sierra
% f(x)= -x/2-pi/2 si -pi<x<0
% -x/2+pi/2 si 0<x<pi
%
% n es el n'umero de sumandos

% Funci'on sierra
x = -pi:0.001:pi;
f=(-x/2-pi/2).*(x<0)+(-x/2+pi/2).*(x>0);

% sumasparciales de Fourier
s = zeros(size(x));
for k=1:n

s=s+(1./k).*sin(k.*x);
end

% gr'afica de las sumasparciales y de la funci'on diente de sierra
plot(x, s, 'r', x, f, 'b'),grid;

% Fin del programa fousin.m
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5.6. Programa: fejsin.m

function fejer(m)

% Sumasde Fejer de
% la funci'on diente de sierra
% f(x)= -x/2-pi/2 si -pi<x<0
% -x/2+pi/2 si 0<x<pi
%
% m es el n'umero de sumandos

% Funci'on diente de sierra
x = -pi:0.001:pi;
f=(-x/2-pi/2).*(x<0)+(-x/2+pi/2).*(x>0);

% sumasparciales de Fejer
fej=zeros(size(x));
for n=1:m

s = zeros(size(x));
for k=1:n

s=s+(1/k).*sin(k*x);
end
fej=fej+s;

end
fej=fej/(m+1);

% gr'afica de las sumasde Fejer y de la f. diente de sierra
plot(x, fej, 'r', x, f, 'b'),axis([-4 4 -2 2]),grid;

% Fin del programa fejsin.m
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