Capitulo 6

Problemas de contorno: diferencias finitas

6.1. Introduccidon. Método de disparo

En ocasiones, las condiciones auxiliares necesarias para determinar com-
pletamente la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
aparecen especificadas todas en el mismo punto, como sucede en los problemas

de valor inicial. En ese caso, estamos ante un problema de contorno.

En este capitulo abordaremos este tipo de problemas. Para simplificar el

analisis nos restringiremos a problemas de segundo orden lineales de la forma
Llu)(z) = f(z), =z € (a,b),
u(a) =a,  u(b) =4,
donde L : C?%((a,b)) N C([a,b]) — C((a,b)) es el operador lineal definido por

(6.1)
Lu](x) = —u"(x) + p(x)u'(x) + q(z)u(z).

Supondremos que p, ¢ y f son funciones continuas en [a,b]. Cuando sea
necesario supondremos mayor regularidad para estas funciones. Se tiene el

siguiente resultado de existencia y unicidad.
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Teorema 6.1 (Teorema de alternativa). Se da una y solo una de las si-

guientes alternativas:

» El problema (6.1) tiene solucion iunica.

= FEl problema homogéneo

tiene solucion distinta de la trivial.

Prueba. Si el problema homogéneo tiene solucién distinta de la trivial, la
solucién del problema (6.1), en caso de existir, no es tunica, pues se puede
obtener otra distinta sumandole una solucién del problema homogéneo. Por

consiguiente, las dos alternativas no se pueden dar simultaneamente.

Veamos que siempre se da una de las dos alternativas. Sean v y w las

soluciones de

Ll =f, w(@)=a,  v'(a)=0, (6.2)
Lw] =0, w(a) =0, w'(a)=1

La teoria de existencia y unicidad para problemas de valor inicial garantiza

que estos dos problemas tienen solucién tnica en [a, b].

Si w(b) = 0, entonces w es una solucién no trivial del problema homogéneo.
Si w(b) # 0, la funcién

_ _ B—v(b)
ug(z) = v(z) + sw(x) con s = ol (6.3)

es solucién de (6.1). Si esta solucién no fuera unica, restando dos soluciones

distintas obtendriamos una solucién no trivial del problema homogéneo. [

Si ¢ > 0, el problema homogéneo no tiene solucién distinta de la trivial y,
por tanto, el problema (6.1) tiene solucién tnica. Para probarlo haremos uso

del principio del maximo.

Teorema 6.2 (Principio del maximo). Sea u € C?((a,b))NC([a,b]) yq > 0

en [a,b].
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(1) Si Llu) <0 en (a,b), entonces r{lzg(u < max{u(a),u(b),0}.

(13) Si L{u] > 0 en (a,b), entonces minu > min{u(a),u(b),0}.

[a,]

Prueba. (i) Supongamos para empezar que L[u] < 0 en (a,b). Sea = € (a,b)
un punto de maximo. Puesto que /() = 0y v”(Z) <0, si u(z) > 0 se tiene
que

Llu)(z) = —u"(2) + p(2)u (%) + ¢(z)u(z) = 0,

lo que es una contradiccion.
Si la desigualdad no es estricta, consideramos
ue(x) = u(x) + ee®,
con € > 0 pequeno y M > 0 grande. Se tiene que
Llug)(z) = Llu](z) + e (=M? + Mp(z) + ¢(z)).

Tomando M suficientemente grande (cudn grande, depende sélo de max, ;) [p|

y Méx[q) q), se tiene que Llu.] < 0. Asf pues,

I[ne})}xu < IP%T{ ue < max{u.(a),u:(b),0}.

Pasando al limite € — 0 se tiene el resultado.

(ii) Aplicamos el apartado (i) a —u. O

Corolario 6.3. Si ¢ > 0 en [a,b], el problema (6.1) tiene solucion inica.

Prueba. Aplicando el principio del maximo al problema homogéneo, vemos

que su unica solucién es la trivial. O

Observacion. Si q se hace negativo, el problema homogéneo puede tener solu-

ciones no triviales. Por ejemplo, el problema

—u" + M =0, w(0) = 0 = u(m), A eR,



tiene solucién no trivial, de la forma u,(x) = C'sen (nx), si y sélo si A = —n?,

n € N. [

La prueba del teorema de alternativa sugiere una forma de encontrar una
aproximacién numérica de (6.1), resolviendo numéricamente dos problemas de
valor inicial. Para ello se obtiene un valor aproximado de s introduciendo en la
férmula (6.3) aproximaciones numéricas de v(b) y w(b). Este método se conoce

como método de disparo.

Problemas

1. Comprobar que, bajo las hipétesis mencionadas, los problemas de valor
inicial (6.2) tienen solucién tnica en [a, b].
2. Determinar, en términos de max, ) [p| y max,p |¢| como de grande hay

que tomar M en la prueba del teorema 6.2.

3. Consideramos el problema de contorno no lineal
—u"+u=¢e" en (0,1), u(0) =0 = u(l).

Demostrar que todas las soluciones del mismo son no negativas.

4. Resolver el problema
—u"—100u=0 en (0,1), wu(0)=1, wu2r+e) =1,

mediante un método de disparo. Para e pequeno, demostrar que s = be+
O(€?). Explicar qué dificultades computacionales presenta este esquema

numeérico cuando € es pequeno.

5. Resolver el problema
—u”" +100u=0 en (0,1), u(0)=1, u(3)=e*,

mediante un método de disparo. Explicar por qué hay que extremar las

precauciones al aplicar este esquema numeérico.
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6.2. Diferencias finitas

El método de disparo es muy sencillo. No obstante, es muy inestable si
w(b) estd proximo a 0. Por otra parte, no se puede generalizar para tratar
problemas de contorno en dimensién mayor que uno (por ejemplo, el problema
de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en un cuadrado). Esto nos lleva a

considerar una idea alternativa.

Como en el caso de los problemas de valor inicial, consideramos una ma-
lla {z,}Y_, que, para simplificar, supondremos equiespaciada, x,, = a + nh,
h = (b—a)/N. Queremos obtener aproximaciones u,, ~ u(x,). Para calcular las
u, se sustituyen las derivadas de v que aparecen en la ecuacion ordinaria por
aproximaciones de diferencias finitas. Esto permite transformar la ecuacién
ordinaria en un sistema de ecuaciones algebraicas. Los métodos resultantes
se conocen como métodos de diferencias finitas (y también, en este contexto,

como métodos matriciales).

Veamos un ejemplo concreto de uno de estos métodos. Si u es suficien-
temente regular, por ejemplo u € C4([x — h,z + h]), es facil probar usando

desarrollos de Taylor en torno a x, que

o (z) = u(z + h) — 21;5233) +ulz—h) %(u(4)(£+> +u®(E)),
() = AWM D) B o) 4 a0,

donde &4 y n+ son puntos intermedios, &,,ny € (x,x+h), {_,n_ € (x — h, ).

Utilizando estos desarrollos en los nodos interiores de la malla tenemos que
Lp[u(z,)] = f(x,) + O(R?), n=1,...,N—1,

donde L, es el operador discreto

_vn—l—l - 2Un + Up—1 (I ) Un+1 — Un—1
n

Lnlval = h? oh

+ q(z,) vy,

que actia sobre sucesiones {v,}.
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A nuestra soluciéon numérica u,, le pediremos que verifique esta ecuacién de

forma exacta, es decir, que
Ly[uy) = fu, n=1,...,N—1, (6.4)

donde f,, = f(z,). Estas N —1 ecuaciones lineales se ven complementadas con

las condiciones de contorno

ug = o, uy = (.

En resumen, para calcular la solucién numérica uj, = (uy, ..., uy_1)7, es pre-

ciso resolver el sistema lineal tridiagonal

Ahuh - bh7
donde
ar b 0 0
1 2 @2 b2 Ay — 2+Q(xn)h27
Ah:ﬁ 0o . - 0 , con bn:—l—i-w,
c, = —1 — M
CN—2 anN_2 bN_2 " 5 ,

0 Ce 0 CN—-1 anN-_—1

siendo el segundo miembro

f(a) i+ g
f(w2) 0
by, = : -
f(xn—2) 0
flax-) i =

El que Aj sea tridiagonal ofrece una indudable ventaja computacional: bas-
taran aproximadamente 5N operaciones para resolver el sistema, en lugar de
las aproximadamente N3 /3 operaciones que harfan falta si la matriz no tuviera

estructura.

El operador discreto L, también satisface un principio del maximo.
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Teorema 6.4 (Principio del maximo discreto). Supongamos que ¢ > 0 y

que %|p| <1 en [a,b].

(1) St Lp[uy,] <0 paran=1,...,N — 1, entonces Og1é<xN u, < max{ug, uy,0}.
(13) Si Lp[u,] >0 paran=1,...,N — 1, entonces Ogllle Uy, > min{ug, uy,0}.

Prueba. (i) Si Lp[u,] <0, entonces

2 1 hpn, 1 (hp,
(ﬁ + qn> Uy < ﬁ (—7 + 1) Up+1 + ﬁ <7 + 1) Ugpp_1-

Puesto que ¢, > 0, si u,, > 0 se tiene que

Uy < % (—% + 1) Upi1 + % (% + 1) Upp—1-
Es decir, el valor de u,, en un nodo interior donde u,, > 0 es menor que una
media aritmética ponderada de los valores en los dos nodos adyacentes. Por
consiguiente, el valor de u,, en el nodo interior no puede ser mayor que en los
adyacentes y por tanto no hay maximos interiores positivos, a menos que la

funcion sea constante.

(ii) Aplicamos el apartado (i) a —u,,. O

Para calcular las aproximaciones u,, tenemos que resolver el problema (6.4).
JTiene dicho problema solucién unica? La respuesta es afirmativa: si hubiera
dos soluciones, al aplicar el Teorema 6.4 a la diferencia de ambas se concluye

que ésta es trivial.

.Se parece la solucion numérica cada vez mas a la tedrica, a medida que
vamos tomando mas puntos en la malla? Siguiendo lo que haciamos para el

problema de valor inicial, diremos que el método converge si

A}l_f)nooogz;% lu(z,) —up| =0 si A}Lmoo lu(a) —up| =0 = ]\}1_1}(1)0 lu(b) — up|.

Anélogamente, si ademéds

max |u(z,) — u,| = O(RP)  si |u(a) — ug| = O(RP), |u(b) — ux| = O(hP),

0<n<N
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cuando h — 07, diremos que el método es convergente de orden p.

El esquema en diferencias finitas que acabamos de desarrollar es conver-
gente de orden 2 si ¢ es estrictamente positiva. La prueba estd basada en
el principio del maximo discreto y en el hecho de que el residuo o error de

truncacion,
Rn = Lh[u(l'n)] - f’m

es decir, lo que le falta a la solucién tedrica para satisfacer la ecuacién del

método, es una O(h?).

Teorema 6.5. Si q(x) > q. > 0, entonces la solucion del problema (6.4)

converge con orden 2 a la soluciéon del correspondiente problema continuo (6.1).

Prueba. Sea e, = u(zx,) — u,. Sabemos que existe una constante C' > 0,
independiente de n, tal que |R,| < Ch?, |eo|, len]| < Ch?/q.. Como Lj[h?] =
gnh? > q.h%, se tiene que

Ch? C
- | = Lylen] — —Lu[h?*] < R, — Ch* <0, 0<n<N.

Lh[en
qx qx

. . .. ;. . . 2
Aplicando el principio del maximo discreto concluimos que e, < (’;—h.

Andlogamente se demuestra que e, > —Ch?/qs, lo que prueba que el méto-

do es convergente de orden 2. O

Se pueden usar distintas aproximaciones de diferencias finitas para las deri-
vadas que aparezcan en la ecuacion. De esta forma se obtienen, para un mismo

problema, métodos diversos.

Problemas

1. Consideramos el problema de contorno
" ! 2 m T
—u"(z)+sen(z)u'(z)+u(zr) = cos“x en (0, —> , u(0)=0=u (—) .
(i) Demostrar que u(x) >0, = € [a,b].
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(ii) Sea {u,}Y_, una aproximacién de la solucién obtenida mediante el
método de diferencias finitas descrito en esta seccion. Demostrar

que u, > 0,n=20,...,N.
(iii) Calcular {u,}Y_, en el caso N = 3.

. Definimos un operador en diferencias T" por

Tup] = apty, — bptin—1 — Cplng1, n=1,...,N—1,
donde
b,>0, ¢,>0, a,>b,+c,.
Si el conjunto de valores {v,}»_, satisface T[v,] <0, n=1,...,N — 1,
probar que
X vy = méx{vg, vy }.
Andlogamente, demostrar que si T[v,] >0, n=1,..., N — 1, entonces

min v, = min{vy, vy }.
0<n<N {vo, uw}

. A lo largo de la seccién hemos tomado siempre mallas equiespaciadas.

Pero nada nos impide considerar mallas que no lo sean.

(i) Construir un esquema en diferencias finitas para mallas generales
basado en aproximaciones de tres puntos de las derivadas primera

y segunda de wu.

(ii) Decidir si el esquema numérico satisface un principio del maximo

discreto.
(iii) Calcular el residuo.

(iv) Probar la convergencia del método, determinando el orden de con-

vergencia.

. Desarrollar un esquema de cinco puntos del mayor orden posible para

resolver el problema

—u"=f en (0,1), u(0) =0 = u(1).
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6.3. Extensiones

6.3.1. Otras condiciones de frontera

Supongamos que en x = a en lugar de una condicién de Dirichlet tenemos

una condicion de Neumann. Concretamente, consideramos el problema
LluJ=f en(ab), u(a)=a, ub) =74 (6.5)

Desarrollando por Taylor tenemos que

i) = Mot h; —uUD | om).

Despreciando el error,

lo que sugiere tomar
U — Uo

— =

para la soluciéon numérica. Esto permite eliminar ug en la primera ecuacién,

que queda ahora

1 b1 1 P1 1 P1
— - — S = hl———=—].
(hQ Ta Qh) e < h? * on ) " fita h?  2h
El inconveniente es que, mientras que la aproximacién de la ecuacion es de

orden 2, la aproximacién de u'(a) es tan sélo de orden 1; eso nos hace perder

el orden de convergencia 2.

Una idea alternativa es utilizar la aproximacion en diferencias centradas de

la derivada,
, u(a+h) —ula—h
u'(a) = ( )Qh ( ) + O(h?),

que es de orden dos. Introduciendo el nodo ficticio x_; = a — h, pedimos a la

solucién numeérica que
Uy — U1

T (6.6)

116



Desgraciadamente, esto no nos permite eliminar ug, que ahora es una incégni-
ta. Necesitamos una ecuacién mas, que se obtiene pidiendo que la ecuacién

discretizada se verifique para n = 0,

Uy — 2ug + u_q n U — U_q

- bo oh

02 + qouo = fo.

La condicién de frontera se usa para eliminar u_; de esta ecuacion. De esta

forma llegamos a un sistema de N ecuaciones con N incognitas, ug, ..., Un_1.

La misma idea se puede emplear para tratar condiciones més generales, de

la forma
aufa) + asu'(a) = oz, fru(a) + Pou/(a) = Bs,
6.3.2. Problemas no lineales

El método de diferencias finitas se puede usar también para resolver pro-

blemas no lineales, por ejemplo
u'(x) = fla,ul@) u(@), ze(ab), ula)=a, ulb)=8.

Discretizando se llega al sistema de N — 1 ecuaciones no lineales

Un41 — 2un + Up—1

Up+1 — Un—1
hg :f(xnauTu ) )7 O<n<N,
junto con las condiciones de contorno
Uy = «, Un = ﬁu

que permiten reducir el nimero de incognitas a N — 1. Este sistema se puede

resolver por ejemplo por Newton.

Se pueden tratar otras condiciones de frontera haciendo las modificaciones

obvias.
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6.3.3. Problemas en dimensién 2

El método de diferencias finitas permite tratar problemas de contorno en
dimensiones mayores, siempre que la geometria del dominio sea sencilla. Como
ejemplo consideramos el problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson en

un rectangulo,
—Au=f en Q= (ay,as) X (by,bs), u=g en L. (6.7)
Se puede ajustar una red uniforme formada por los puntos de coordenadas
(xi,y5) = (a1 +ih, by + jk), 0<i<N, 0<j<M,
donde los tamanos de paso h y k estan determinados por
as — aq by — by

k= .

h=
N M

Queremos encontrar nimeros u;; que aproximen a la verdadera solucién en los

nodos de la red,

Para ello, si u es suficientemente regular, discretizamos el laplaciano, aproxi-
mando las derivadas segundas que en él aparecen por diferencias centradas,
w(z; + h,y;) — 2u(zg, y;) + u(z; — h,y;))
Au(z;,y;) = : e ’ >+ O(h?)
w(xi,y; + k) — 2u(x;, y;) + u(z, y; — k)
+ 2

+ O(k?).
Asi pues,

—Api[ulzs, y;)] = fij + O(R* + k),
donde Ay es el operador Laplaciano discreto,

Vit1j — 2055 + Vi1 4 Vil — 2055 + U551

h2 k2

Apg[vi] =
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A nuestra solucién numérica u;; le pediremos que satisfaga el problema de

Dirichlet discreto para la ecuacion de Poisson

{ —Apilui] = fis en los nodos interiores, (6.)

Uij = Gij en los nodos de la frontera.
Por tanto, para un nodo interior, 0 < i < N, 0 < j < M, tenemos

= f’u;

L Uig1y — 25 Uiy Ui — 2Ui F Ui
h? k2

relacién que no sélo involucra a u,;, sino también a los valores en los nodos

adyacentes, a la izquierda y a la derecha, arriba y abajo. Por este motivo se
la conoce como formula de cinco puntos. Asi, para calcular la solucién aproxi-
mada es preciso resolver un sistema lineal de (N — 1) x (M — 1) ecuaciones
cuyas incégnitas son todos los elementos de la matriz wu,;, excepto los que

corresponden a los nodos de frontera, que ya se conocen.

La solucion converge si

N}\I}Em H}?}X u(@s; y;) — ug| = 0.

El estudio de la convergencia es similar al del caso unidimensional; estd basado

en que el residuo es una O(h? + k?) y en el principio del maximo discreto.
Problemas
1. Consideramos el problema de contorno (6.5) con ¢ > 0.

(i) Demostrar que se da una y sélo una de las siguientes alternativas: o
bien el problema tiene solucién tinica, o bien el problema homogéneo
asociado,

Llu] =0, u'(a) =0, wu(b) =0,

tiene solucién distinta de la trivial.

(ii) Escribir el problema en forma autoadjunta, es decir, como
—(ru) +zu=g en (a,b), u'(a) =, u(b) =0
Comprobar que se tiene r, z > 0.
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(iii) Demostrar que el problema homogéneo asociado no tiene solucién
distinta de la trivial; concluir, gracias al teorema de alternativa
demostrado en el apartado (i), que el problema (6.5) tiene solucién
unica. Indicacion: Escribirlo en forma autoadjunta, multiplicar por

1 e integrar por partes.
(iv) Consideramos la discretizacién de la ecuacién
Lh[un]:fn, nZO,...,N—l,
junto con las condiciones de contorno (6.6) y uy = 0. Demostrar
que el sistema lineal resultante tiene una tnica solucién.

(v) Demostrar que el método numérico del apartado (iv) es convergente
de orden 2.

(vi) Aplicar el método numérico del apartado (iv) con N = 3 para en-

contrar una aproximacién numeérica a la solucion del problema

{ —u(z) + sen(z)v/(z) + u(z) = cos’z en (0,%),
w(0) =0, u(3)=0.

. Determinar el orden de la aproximacion de diferencias finitas:

P =g (30— 26wt 1)+ ot 2m).

indicando la regularidad requerida para la funciéon f. ;En qué tipo de
situacion puede ser util una férmula de este estilo?
. Desarrollar un esquema en diferencias finitas de orden 2 para resolver el

problema
—u"(z) = f(z) en (0,1), uw(0) =0, «'(1)4u(l)=0.
. Considéramos la ecuacion
—u'(x) + u(z) = f(z),
junto con las condiciones de contorno periddicas

w(0) = u(r/2), u'(0) = u'(7/2).
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(i) Desarrollar razonadamente un esquema en diferencias finitas de or-
den 2 para resolver el problema. El esquema dard lugar a un sistema

lineal

Apup, = fn,

donde wuj, = (ug,...,uy_1)?, siendo u,, n = 0,..., N las aproxi-
maciones de la solucién en los nodos de la malla, x, = nh, con
h = 1/N. Dar explicitamente Ay, y f, .

(ii) Probar que el sistema lineal resultante tiene solucién tunica.

5. Encontrar una aproximacién de diferencias finitas de la solucién del pro-

blema de contorno

2 1 2
—u"(z) = —=u(z)u'(z) en (1,2), u(l) = 3 u(2) ==
x
en una malla equiespaciada con N = 3.
6. Consideramos el problema (6.7) y su discretizacion (6.8) mediante la

férmula de cinco puntos.

(i) Si wv;; satisface que —Apg[v;;] < 0 para todos los nodos interiores,
demostrar que

méX Vij = max Vij-
0J nodos frontera

Anélogamente, demostrar que si —Ay[v;;] > 0 para todos los nodos

interiores, entonces

minv;; = min Vi
i:J nodos frontera

(ii) Demostrar que el problema (6.8) tiene solucién tnica.

(iii) Probar que existe una constante C' > 0 independiente de i y de j

tal que
| — Apelu(zi, y;)] — faiy;)] < O+ k).
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(iv) Demostrar que la solucién u;; del problema (6.8) con g;; = 0 satis-

face que
1 2 | 12
|uz]|§1_6|f|oo(a +b), a=as —a, b:bg—bl,

donde | f|o = max|f;;|. Indicacidn: Aplicar el principio del maximo
ij
discreto a ug; + 5| flocwsy, con w(z,y) = (x —¢1)* + (y — c2)?, siendo

(c1,c2) las coordenadas del centro del rectangulo.

(v) Probar que el método propuesto converge. Més concretamente, de-
mostrar que existe una constante C' > 0 independiente de 7 y de j
tal que

lu(s,y;) — uij| < C(h? + K2).

7. Sea u una funcién arménica en  con u = ¢ en 02, donde §2 es el
dominio de la figura. Aproximarla usando la férmula de los cinco puntos

con h =k =1 y los valores de ¢ indicados en ella.
2 2 2 2 2

2 1
Si se incrementase el valor de g en cada uno de los puntos del contorno

en una milésima, determinar cémo se modificaria el valor de la solucion.

8. Considérese la ecuacion de Laplace, Au = 0, en el cuadrado @ = [0, 1] X
[0,1] con las condiciones de contorno 2% = —1siz =1,0 <y < 1,
u = 0 en el resto de la frontera de . Aproximar la solucién utilizando
la férmula de cinco puntos con h = k = 1/3. Nota: Recuérdese que la
derivada normal g—z se define como Vu - n donde n es la normal exterior

unitaria.

9. Determinar el valor de a para que la solucién de la ecuaciéon de Laplace

en el dominio de la figura, con las condiciones de contorno de Dirichlet
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10.

11.

senaladas tome el valor 1 en el punto senalado con un circulo, utilizando
la red del dibujo con h = k = 1 y el esquema estandar en diferencias

finitas de 5 puntos.

a a a a a a a

Cuando se emplea el método de diferencias finitas para resolver la ecua-
ciéon de Poisson en un dominio curvo €2 dificil de transformar en un
cuadrado con un cambio sencillo, se consideran los nodos de frontera
obtenidos por la interseccion de las rectas horizontales y verticales de la
malla con 0f). Cada nodo interior estara rodeado por otros cuatro nodos,
ya sean interiores o de frontera. Procediendo como en la férmula de cinco
puntos, se puede encontrar una combinacién lineal de los valores de la
funcién en ellos que aproxime el laplaciano. Aplicar esta idea al problema
Au =0, ulpg = 3x — 2? — y* donde Q = {(z,y) : z*>+y* < 3z, y > 0},
tomando h =k = 1.

Expresar la ecuacion

Pu  Pu *u

0x? + 0x 0y + oy? =0

en la forma
V- (AVu) =0,
donde A es una matriz real 2 x 2. Desarrollar el esquema resultante

considerando como aproximaciones a la divergencia y al gradiente

N
V- (07, 0), v~< : )

y escribir la ecuacion en diferencias finitas resultante para el caso de una

malla con h = k. Notacion:
Oy [(z) = (f(z+h) = f(z))/h; Oy f(y) = (fly+Fk)— f(y)/k;
9, f(z) = (f(z) — f(z — h))/h; 9, fly) = (fly) = fly—k))/k.

123



