GEOMETRIA I. CuRrso 2007,/2008 HoJja nN° 3
PROBLEMAS EspPACIOS VECTORIALES EUCLIDEOS

1. Sea (V, <,>) un espacio vectorial euclideo.
a. Demuestra que, para todo par de vectores u,v € V', se verifica la Ley del paralelogramo:

2(0Jull® + lvl?) = flu+ vl* + [u = ]|
b. Demuestra que, para todo par de vectores u,v € V', se cumple la Identidad de polarizacion:
4 <u,v>=|lu+v|*—|u— o>

c. Demuestra que, para todo par de vectores u,v € V, se da la igualdad:
2 <u,v>=[lutv]? = |ull - [[v]*

2. Sea {ey, €9, e3} una base de R y ¢ : R® x R® — R la forma bilineal simétrica dada por:

1 -1 0 U1
90((1117'1‘127x3)7<y17y2>y3)) - (.Thl’g,xg) —1 3 1 Yo
0 11 Ys
a. Demuestra que ¢ es un producto escalar en R3.
b. Calcula una base ortonormal de R? respecto de ¢.
3. Sea E un R—espacio vectorial de dimensién finita. Sean fi,..., fr € Hom(E,R) formas lineales

linealmente independientes. Supongamos dados nimeros reales A; ; € R, 1 <14,5 < k. Parau,v €
E definimos
Slu,v) = Y Aigfilu)f(v).
1<i,j<k

Demuestra que ¢ es una forma bilineal simétrica si y sélo si A; ; = A\;;, para 1 <14,j <k.

4. Para cada o € R, considera en R? la aplicacién bilineal

1 -1 0 U1
qba((xlv'r%x?))a(y17y27y3)) - (I1,$2,$3) —1 a 1 Y2
0 1 « Y3

a. Calcula los valores de « para los que ¢, es un producto escalar.
b. Sea M, el plano ortogonal a (1,1, 1) respecto de ¢,. Demuestra que {M,, : « € R} es un
haz de planos de eje la recta OX.

5. Para cada o, 8 € R, considera la aplicacién bilineal ¢, g dada por:

B a 0 Y1
bap((x1, 2, 23), (Y1,Y2,y3)) = (z1,22,23) [ « 1 0 Y2
0 0 « Y3

a. Dibuja el subconjunto de R? dado por {(a, 3) € R%: ¢, g es un producto escalar}.
b. Determina los valores de oo y 8 para que el plano de ecuacién x 4+ y + 2z = 0 sea ortogonal
al vector (1,0, 1) respecto al producto escalar ¢, s

6. Demuestra que la forma bilineal ¢ : M3y3(R) x M3y3(R) — R definida por ¢(A, B) = tr(AB?)
es un producto escalar.

7. Sea V = {p(z) € R[z]| : grado(p(z)) < 3}. En V x V se considera la aplicacin:
1

¢@@%ﬂ@)=/¥mwﬁwﬁ.

a. Demuestra que ¢ es un producto escalar.
b. Calcula la base obtenida después de aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base {1, z, 2%, 23}.

8. Considera la base de R? dada por: u = (=2, —1,1), uy = (0,—1,0) y ug = (1,—1,0), respecto de
la base B = {ey, €9, €3}. Definimos un producto escalar en R? afirmando que {uy,us, u3} es una
base ortonormal. Encuentra la expresién analitica de este producto escalar en la base B.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Sea p((x1, %2, 73), (Y1, Y2, Y3)) = 2191+ (21 +22) (Y1 +y2) + (21 + 22+ 33) (Y1 +y2 +y3) un producto
escalar en R3. Da una base ortogonal de los subespacios W; C R? para

Wi={zeR:zy=xy=1x3} y Wo={r€R>: 2+ 215+ 323 =0} .
Considera en R" el producto escalar habitual. Encuentra las ecuaciones implicitas del comple-
mento ortogonal del subespacio W =< {(1,0,1),(2,—1,1)} >C R? (resp. W = {(21, x2, v3,74) €
RY: 2 +xo+a3+24=0, 20y — 29 = 0} CR?).
Encuentra la aplicacién adjunta de:

a. La aplicacién h : R® — R3, h(z,y,2) = (z+y+2z,2+2y+22, v+ 2y+32), con el producto
escalar usual de R3.

b. La aplicacién f: R3 — R3, f(z,y,2) = (—y + 2, —x + 2z, + 2y), con el producto escalar
(w1, 22, 3), (Y1, 42, 93)) = 21y1 + (21 + 22) (Y1 + 42) + (21 + 22 + 23) (Y1 + y2 + 3)-

c. La aplicacién g : R[z]y — R[z]y,dada por g(p(z)) = zp'(z) — (zp(z))’, con el producto
escalar dado en el ejercicio 7.

d. La aplicaciéon T : M3y 3(R) — M3y 3(R), dada por T'(A) = A'+ A, con el producto escalar
< A, B >=tr(AB").

Sea f una aplicacién lineal de R? en R? cuya matriz en una base B es: ( g . f N ) .

Demuestra que f es la proyeccién ortogonal sobre la recta ax + by = 0, donde:
a="0/(a®>+b*)y p=—ab/(a* + V?)

En R? se considera el producto escalar con matriz en una base B = {ey, s, 3}

11
1 2
0 2

Tt O

a. Calcula una base ortonormal {uy, ug, us}.

b. Calcula la proyeccion del vector de coordenadas (1, 1, 1) en la base B sobre el plano y+z = 0.
c. Calcula el subespacio ortogonal al vector de coordenadas (2,0,1) en la base {ug, us, us}.
Encuentra las ecuaciones de la simetria ortogonal con respecto al plano 2x +y + z = 0 (con el

producto escalar usual).

Sea T una aplicacién lineal de un espacio euclideo E en si mismo. Sea T’ la adjunta de T.
Demuestra que la aplicacién T+ T es autoadjunta.

Sean (E, <,>) un espacio vectorial euclideo y f un endomorfismo de E tal que ||f(x)| < ||z
para todo x € E. Sea ¢ la adjunta de f.

a. Demuestra que ||g(z)|| < ||z||, para todo z € E.

b. Demuestra que Ker(g — idg) = Ker(f — idg), donde idg denota la aplicacién identidad de
E.

c. Demuestra que E = Ker(f —idg) + Im(f — idg).

Sean (E,<,>) un espacio vectorial euclideo y f un endomorfismo de FE tal que
< f(u),v >= — < u, f(v) >, para todo par de vectores u,v € E.

a. Demuestra que Ker(f) e Im(f) son subespacios ortogonales de E.
b. Demuestra que E = Ker(f) @ Im(f).

c. Demuestra que, si (a;;) es la matriz de f en una base ortonormal, entonces a;; = —aj; para
todo i, j.



