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Tema 10: Variables aleatorias 
 
 
1. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 

 

DEFINICIÓN 
 

FUNCIÓN DE PROBABILIDAD,  f(xi) 
 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN,  F(xi)  
 

CARACTERÍSTICAS DE LAS VARIABLES DISCRETAS 
 

UNA VARIABLE: 
Valor Esperado de X,  E(X) 
Varianza de X,  σ2(X) 

 

DOS VARIABLES: 
Función de probabilidad conjunta,  f (xi, yj) 
Covarianza y correlación de X e Y,  σ (XY) y ρ (XY) 

 

CONCEPTO DE INDEPENDENCIA 
 
 
2. VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 

 

DEFINICIÓN 
 

FUNCIÓN DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD,  f(xi) 
 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN,  F(xi)  
 

CARACTERÍSTICAS DE LAS VARIABLES CONTINUAS 
 

Valor Esperado de X 
Varianza de X 
Covarianza y correlación de X e Y 

 
 
3. EJERCICIOS 
 

__________________ 
Bibliografía: Tema 10 (pág. 265-287) 
Ejercicios recomendados:   1, 4, 5, 6, 7, 11 y 12. 
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1. VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 
 

DEFINICIÓN 
 

“Una variable aleatoria es una función que asocia un número real y sólo uno, a cada 
suceso elemental del espacio muestral  (E ) de un experimento aleatorio”. X: E → R 
 
Se representan mediante letras mayúsculas y pueden tomar N posibles valores:   
 

X = { x1, x 2, ... , xi , ... , xN } 
 

 

Ejemplo 1:  Experimento aleatorio:  “Lanzar una moneda al aire dos veces” 
Sucesos elementales: E =  {CC, CX, XC, XX}. Donde: C (Cara) y X (Cruz) 
Se define el suceso X: Nº de caras 
Asignación de números reales:  (CC, 2);   (CX, 1);   (XC, 1);   (XX, 0) 
La variable X viene definida por los valores: 0, 1, 2 

 

Por tanto, X = {0, 1, 2} 
 

 

Las variables aleatorias discretas “Se definen sobre espacios muestrales finitos, o 
infinitos y numerables” 

 

 
FUNCIÓN DE PROBABILIDAD,  f (xi) 
 
Probabilidad de que la variable X tome un valor concreto:  f (xi) = P (X = xi) 
 

Donde:   Σ f (xi) = 1. 
 

Gráficamente se representa mediante barras. Con los datos del ejemplo 1: 
 

 X

210

f (
x)

.60

.50

.40

.30

.20

 
 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN,  F(xi)  
 

Probabilidad de que la variable X tome un valor u otro inferior:  F (xi) = P (X ≤ xi)  
 

Donde:   F(xmín) = f (x1)   
F(xmáx) = 1 

 

Gráficamente resulta ‘la función escalera’. Continuando con el ejemplo 1: 
 

X

210

F (
x)

1.20

1.00
.80

.60

.40

.20
0.00

 

X 0 1 2 
f (xi) 0,25 0,50 0,25 

 

X 0 1 2 
F (xi) 0,25 0,75 1,00 
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CARACTERÍSTICAS DE LAS VARIABLES DISCRETAS 
 

UNA VARIABLE:      Valor esperado:  E (X) = µ = Σ [xi · f (xi) ] 
 

Varianza:    σ2
 (X) = [Σ xi

2 · f (xi)] – [E(X)]2 
 

Propiedades:      
E (a) = a;               σ2 (a) = 0         (donde a es una constante) 
Si Y = X + a  ........ E(Y) = E(X) + a .................. σ2(Y) = σ2(X) 
Si Y = a · X .......... E(Y) = a · E(X)  .................. σ2(Y) = a2 · σ2(X) 

 

DOS VARIABLES: 
 

Cuando trabajamos con dos variables discretas, X e Y, se puede definir la probabilidad 
de que ambas tomen ciertos valores (xi e yj) simultáneamente. A esto se le denomina: 
 

Función de probabilidad conjunta,  f (xi, yj) = P[(X = xi) ∩ P(Y = yj)] 
 

    Y   
  y1 y2 … ym  
 x1  f (x1, y1)  f (x1, y2) … f (x1, ym) f (x1) 

X x2  f (x2, y1)  f (x2, y2) … f (x2, ym) f (x2)  . . . 
. . . 

. . . 
. . . 

. . . 
. . . 

 xn f (xn, y1) f (xn, y2) … f (xn, ym) f (xn) 
  f (y1) f (y2) … f (ym) 1,00 

 

Los índices que  reflejan la relación lineal entre las variables X e Y son los siguientes: 
 

La Covarianza,   )E()E(-)E()( YXXYXY ⋅=σ        donde: ∑∑ ⋅⋅=
i j

jiji yxfyxXY ),()E(  

La Correlación, 
)()(

)(
YX

XYXY
σσ

σρ
⋅

= )(  

Ejemplo 2:  Y    
  1 2 3   

X 0 0,07 0,20 0,08 0,35 X:  Recuperarse (1) o no (0) 
1 0,13 0,15 0,37 0,65 Y:  Nº sesiones de una terapia (1, 2 y 3) 

  0,20 0,35 0,45 1,00  

 ( ) 1,54 - (0,65)(2,25) 0,078XYσ = = ;              0,078( ) 0, 21
0,5875 0, 2275

XYρ  = =  

Propiedades:  
Si T = X + Y  ......... E(T) = E(X) + E(Y) .......... σ2(T) = σ2(X) + σ2(Y) + 2 σ (XY) 
Si T = X - Y  .......... E(T) = E(X) - E(Y) ........... σ2(T) = σ2(X) +σ2(Y) - 2 σ (XY) 
Si T = X + Y + Z ... E(T) = E(X) + E(Y) + E(Z)  

  σ2(T) = σ2(X) + σ2(Y) + σ2(Z) + 2 · [σ(XY) + σ(XZ) + σ(YZ)] 
 
INDEPENDENCIA 

 

Dos variables aleatorias X e Y son independientes si para todo par de valores (xi, yj) se cumple:  
 

f (xi, yj) = f (xi) · f (yj) 
 

Si X e Y son independientes, entonces: f (xi | yj) = f (xi)  σ (XY) =ρ(XY) = 0 
 

Nota: Aunque dos sucesos (p.e. x1, y3) sean independientes, para que las variables X e Y  lo sean 
tienen que serlo todos los restantes sucesos. En el ejemplo 2, X e Y  no son independientes. 
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Ejemplo 3 (resuelto) 
 
La variable aleatoria X tiene la siguiente distribución: 
 

X 0 1 2 3 
f (xi) 0,15 0,40 0,30 0,15 

 

1. Obtenga la función de distribución para la variable X 
 

2. Represente gráficamente la función de probabilidad y la función de distribución de la 
variable X 

 

3. ¿Cuál es la probabilidad de obtener valores superiores a 1? ¿y menores que 3? ¿y entre 1 y 
3 (ambos inclusive)? 

 

4. Obtenga el valor esperado y la varianza de la variable X 
 

5. Obtenga el valor esperado y la varianza de las variables U = X + 2  y  W = 3 X 
 

6. La variable X se mide por segunda vez y se obtiene la variable Y: 
 

Y 0 1 2 3 
f (yi) 0,35 0,25 0,30 0,10 

 

a) Obtenga la distribución conjunta de X e Y si se asume que son independientes 
 

b) Calcule el valor esperado y la varianza para las variables R = X + Y   y   S = 2X - Y    
si X e Y  son independientes 

 
 

 

SOLUCIÓN 
 

X 0 1 2 3 
F (xi) 0,15 0,55 0,85 1,00 

 

X

3210

f (
x)

     X

3210

F 
(x

)

 
 

3.  P (X  > 1) = P (X  ≥ 2) = 1 – F(1) = 0,45        (o también  f (2) + f (3) = 0,45) 
  P (X < 3) = P (X ≤ 2) = F(2) = 0,85      (o también  f (0) + f (1) + f (2) = 0,85) 
  P (1 ≤  X  ≤ 3) = F(3)- F(0) = 0,85       (o también  f (1) + f (2) + f (3) = 0,85) 

 

4.  E (X) = 1,45            σ2 (X) = 0,85 
 

5.  E (U) = 3,45            σ2 (U) = 0,85;         E (W) = 4,35        σ2 (W) = 7,65 
 

  6.  a)   X    
  0 1 2 3  
 0 0,052 0,14 0,105 0,052 0,35 

          Y 1 0,038 0,10 0,075 0,037 0,25 
 2 0,045 0,12 0,090 0,045 0,30 
 3 0,015 0,04 0,030 0,015 0,10 
  0,15 0,40 0,30 0,15 1,00 

 

 b)  E (R) = 2,60        σ2 (R) = 1,87;         E (S) = 1,75         σ2 (S) = 4,43 

1. 

2. 
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2. VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 
 
DEFINICIÓN 
 
Las variables aleatorias continuas “se definen sobre espacios muestrales infinitos y no 
numerables”. 
 
FUNCIÓN DE DENSIDAD,  f (xi) 
 
Asocia valores de la variable X con ordenadas o alturas de la curva en cada punto.   
 

Para que f (xi) sea función de densidad de X ha de cumplirse (*) 

 

1).   f (xi) ≥ 0 
 

2).  ∫
+∞

∞−
dx  xf )(  = 1 

 
Gráficamente se representa mediante una curva. Por ejemplo: 
 
 

Xi +∞      -∞ 

f (xi) 

1 

 
 
FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN,  F(xi)  
 

Función que asocia a cada valor de X la probabilidad de que ésta adopte “como mucho” 
ese valor xi concreto.  
 

Donde: 

1).  ∫ ∞−
= ix

 dxx fxF   )()(  

Donde:   P(a ≤ X ≤ b) = ∫
b

a
dx  xf )(   o bien  [F(b) - F(a)]  si b ≥ a 

  

2). F(- ∞) = 0 
 

3). F(+ ∞) = 1 
 
Gráficamente resulta la siguiente función: 
 

 

X +∞      -∞ 

F(x) 

1,0 
,9 
,8 
,7 
,6 
,5 
,4 
,3 
,2 
,1 

0 

 

(*)
 Nota: La función de densidad f(xi) puede tomar  
un valor > 1. 
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CARACTERÍSTICAS DE LAS VARIABLES CONTINUAS 
 

UNA VARIABLE:    Valor esperado:    E (X) = ∫
+∞

∞−
⋅    dxxfxi )(  

 

Varianza:               σ2 (X) = [ ∫
+∞

∞−
⋅ dx   xfx2

i )( ] – [E(X)]2 

 
DOS VARIABLES:  La Covarianza,     )E()E(-)E()( YXXYXY ⋅=σ     

 Donde,  dydxyxfyxXY iiii∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⋅⋅=   ),()E(  

 

La Correlación,    
)()(

)(
YX

XYXY
σσ

σρ
⋅

= )(  

 
En las variables continuas se puede definir las propiedades y la condición de independencia, 
de la misma forma que en las variables discretas 

 
El trabajo aplicado con variables continuas 

 
Consiste en asignar probabilidades. Las situaciones más comunes son las tres siguientes: 

 

P(X ≤ a): 
 

 X     

f (x) 

 a 

F(a) 

 
 

P(X ≥ a): 
 

 X     

f(x) 

 a 

F(a) 

 
 

P(a ≤ X ≤ b): 
 

 X     

f(x) 

  b  a 

F(a) 

F(b) 

 

P(X ≤ a) = ∫ ∞−

a
  dxx f )(   

P(X ≤ a) = F(a) 

P(X ≥ a) = ∫
+∞

a
  dxx f )(   

P(X ≥ a) = 1 - F(a) 

P(a ≤ X ≤ b) = ∫
b

a
  dxxf )(   

P(a ≤ X ≤ b) = F(b) - F(a)         si  b > a 
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3. EJERCICIOS 
 
EJERCICIO 1 
 
Se define el Experimento aleatorio: “Introducir dos ratas en un laberinto con tres posibles 
salidas (A, B y C)”, asumiendo el principio de indiferencia (i.e., existe la misma 
probabilidad de tomar cada una de las posibles salidas).  
Sea el suceso X: Nº de ratas que salen por A. 
En primer lugar, defina el espacio muestral para el experimento aleatorio y realice la 
asignación de números reales a los elementos de dicho espacio muestral. A continuación, 
elabore la tabla con la función de probabilidad y la función de distribución para los 
valores de la variable X. Elabore también la representación gráfica de la variable X. 
A continuación, conteste a las siguientes cuestiones: 
1. ¿Cuál es la probabilidad de que 2 ratas salgan por A? 
2. ¿Cuál es la probabilidad de que como máximo 1 rata salga por A? 
3. ¿Cuál es la probabilidad de que al menos 1 rata salga por A? 
4. ¿Cuál es la probabilidad de que entre 1 y 2 ratas (ambas inclusive) salgan por A? 
 
EJERCICIO 2 
 

Sea X una variable aleatoria continua con la siguiente función de distribución: 
 
X 0 1 2 3 

F (xi) 0,15 0,50 0,85 1,00 
 

Conteste a las siguientes cuestiones: 
1. ¿Cuál es la probabilidad de obtener valores de como mínimo 2 puntos? 
2. ¿Cuál es la probabilidad de obtener valores menores que 2?  
3. ¿Cuál es la probabilidad de obtener valores entre 1 y 3? 
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