Rectangulos equivalentes
Se trata de conseguir un rectangulo equivalente (de igual area) a otro teniendo uno de sus
lados dado. La construccion consiste en un ejercicio simple de trazado de paralelas:
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e Dado el rectangulo de la figura y dado el punto C tenemos que hallar el punto D, de
forma que el rectangulo de vértices O, B y C sea equivalente al primero. Unimos B con C
por A trazamos una paralela a BC, obteniendo por corte el punto D.

B
e Comprueba usando el teorema de Tales que los dos
rectangulos tienen igual area.

D Ademas toda la figura esta impregnada de la razon de

semejanza a través de la direccion de paralelismo
trazada. Ello permite trocear un rectangulo y
convertirlo en el otro:

0 A C
B .
¢ En este caso el puzle se resuelve con tres piezas.
(Lo ves?
D El numero de piezas del puzle depende del tamafio

relativo de los lados de uno y otro rectangulo. Nos
bastaran tres piezas si el lado mayor de uno es menor
que el doble del menor del otro; cuatro piezas si es
0 A c mayor que el doble y menor del triple; .... & ;Por qué?
(Cuantas si es exactamente el doble? ;Y el triple?

Resuelve con escuadra y cartabon los siguientes puzles:
Trocea el cuadrado para conseguir cada rectangulo.




Los teoremas del triangulo rectangulo a partir de la semejanza
¢ Dibuja un triangulo rectangulo que tenga por base su hipotenusa y traza la altura sobre la

hipotenusa. ;Sabes hacerlo? (si tienes dudas pregunta a tu profesor).
C
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Pongamos nombres adecuados a vértices y segmentos:

B

e En la figura se ven tres triangulos. ;Eres capaz de demostrar que son semejantes
basandote en sus angulos?

El teorema de la altura nace de la aplicacion de la semejanza entre el tridngulo de la
izquierda (AHC) y el de la derecha (BHC). En efecto, establece con las letras dadas la
proporcidn entre los catetos de ambos triangulos:

cateto mayor de AHC  cateto mayor de BHC

cateto menor de AHC = cateto menor de BHC

Ensaya como se enuncia el teorema de la altura.

El teorema del cateto nace de la aplicacion de la semejanza entre las hipotenusas y lado
comun del triangulo pequefio y el grande inicial.
hipotenusa de AHC  hipotenusa de ABC
cateto menor de AHC = cateto menor de ABC
hipotenusa de BHC hipotenusa de ABC
cateto mayor de BHC ~ cateto mayor de AB

Reescribe con las letras dadas estas dos ultimas proporciones.
Ensaya como se enuncia el teorema del cateto.

,para el cateto b,

C para el cateto a.

Sumando las expresiones de los cuadrados de los catetos obtenidas anteriormente, se
obtiene el teorema de Pitagoras. Hazlo.



Calculo geométrico de la media geométrica
Presentamos a continuacion cuatro formas de obtener la media geométrica m = Jab de
dos medidas ay b (en todas ellas OA =a, OB =Db).

e [as dos primeras corresponden a dos teoremas del tridngulo rectangulo. ;Cuales?

En la primera se observa que la media geométrica es siempre mas pequefia o igual que la
media aritmética a+b ; Quéesloquemidea+b enesedibujo? También podemos
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ver en el dibujo que la media geométrica castiga la mayor desigualdad de a y b. ;Lo ves?

m m
a
0 A b B
A a 0 b B

La tercera construccion m
esta basada en la semejanza
de tridngulos

B' 0 a A b B

En el dibujo podemos observar tres triangulo isésceles (AB’ = b), dos iguales y uno
semejante. Demuestra que es semejante (es facil). Aplica entonces la proporcionalidad de
los lados y tendras despejando que m es la media geométrica.

& El siguiente dibujo es una consecuencia inmediata de la potencia de un punto respecto a
una circunferencia, pero a lo mejor eso no te lo han contado todavia. Vamos a razonarlo. El
triangulo es rectangulo ya que est4 inscrito en una semicircunferencia. Entonces m’ es
diferencia de cuadrados (hipotenusa al cuadrado menos cateto al cuadrado), es decir suma
por diferencia. Pero ;cudnto suman la hipotenusa y el cateto? ;Cuadl es la diferencia de
hipotenusa menos cateto? jAja!

m
0 A b B
B' A 8 o a A p B

Las cuatro construcciones juntas




Construccion de conicas a partir de rectas tangentes (como envolventes)
Elipse

e Coge una hoja Dina 4 y dibuja dentro una
circunferencia grande. Recorta el circulo y marca un
punto P un poco mas cerca del borde que del centro O.
Marca el punto y el centro por los dos lados, para
facilitar la vision al doblar.

e Dobla el circulo de forma que la circunferencia pase por P
y desdobla. Repite la operacion variando el doblez de forma

que vaya girando por los puntos de la circunferencia. Con un
lapiz marca esos dobleces y veras como van delimitando una
elipse.

e ;Cuales son sus focos?;Cual su centro?

e Si el radio de la circunferencia es r y la distancia
de P a Oes d, ;cudl es la distancia focal?, ;cuanto
mide el semieje mayor?. Con esos datos calcula el
semieje menor.
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& Para probar que esas rectas definen una elipse
fijémonos en un doblez. Marca el punto P’ que al
doblar cae sobre Py desdobla. Une con boligrafo
P’ con el centro (asi OP” =r) y llama M al punto
de interseccion de OP’ con la linea marcada por el
doblez. ;Cuanto suma OM + MP? ( De paso esto
demuestra que M es el punto de la elipse y la recta
del doblez la tangente en ese punto. ;Concuerda tu
apreciacion anterior del semieje mayor con la suma
de las distancias de M a los focos?




Hipérbola

¢ Coge una hoja Dina 4 y, pinchando mas o menos en el centro de la hoja, dibuja una
circunferencia de unos 5 cm de radio. Separa cortando el circulo, y dejando intacto el resto
de la hoja (te recomendamos que dobles el papel pasando por el centro de la circunferencia
y recortes por la linea de semicircunferencia). Marca un punto de la hoja agujereada que
esté¢ aunos 2 cm de la circunferencia y a medio camino entre los lados largos de la hoja.

Dobla ahora la circunferencia y hazla pasar por P.

P
Desdobla y marca el doblez con un lapiz. Haz
nuevos dobleces de la misma forma, girando el

doblez alrededor de la circunferencia.

Vemos aparecer una hipérbola (naturalmente los
trozos de linea sobre el agujero no los veras)

P e ;Cuales son sus focos?;Cual su centro?

e Si el radio de la circunferencia es r y la distancia
de P a Oes d, ;cudl es la distancia focal?, ;cudnto
mide el semieje real?. Con esos datos calcula el

semieje imaginario..

& Probemos ahora que esas rectas
definen una hipérbola. Recuperemos
primero nuestro circulo para poder tener
el centro. Fijémonos en un doblez.
Marca el punto P’ que al doblar cae
sobre Py desdobla. Une con boligrafo
P’ con el centro (asi OP’ =r) y

prolonga la linea hasta cortar a la linea M
del doblez llamando M al punto de H
interseccion. ;Cuanto mide MP — MO? :'
Asi, (cuanto mide el semieje real? !

(Concuerda esto con tu apreciacion
anterior?



Parabola
¢ Coge una rectangular y a unos 3 cm de uno de los lados menores traza una paralela a éste.
Toma un punto P sobre esa recta mas o menos centrado.

Dobla la hoja de forma que el lado senalado pase por
el punto P.

Desdobla y marca con lapiz el doblez.
Repite y dibuja los dobleces variando el
punto de apoyo sobre el lado de un
extremo a otro.

Vemos como se va delimitando una parabola.

® ,Cual es su foco? ;Cual su eje? ;Cual su vértice?
e Demostremos que efectivamente obtenemos una
parabola. Fijémonos en un doblez. Marquemos en el
lado el punto P’ que al doblar cae sobre Py
desdoblemos.

Desde P’ trazamos una
paralela al lado hasta cortar
al doblez en el punto M. Es
claro que la longitud de MP
es igual a la de MP", pero
esta ultima es la distancia
de M al lado.

(Las tres construcciones de esta actividad estan basadas en las propiedades Opticas de las
conicas)



Trazado de conicas por puntos

(Aunque con instrumentos de dibujo bastaria, es mejor realizar la actividad sobre papel
cuadriculado con cuadricula de medio centimetro para poder partir de una unidad de
medida)

Elipses e hipérbolas

e Tomense dos puntos del interior de la misma linea separados cinco cuadriculas. Con
centro en ellos yradios 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9,10 y 11 cuadriculas trazamos dos series de
circunferencias concéntricas.

e Queremos localizar
puntos interseccion de
circunferencias cuya
_ suma de distancias a los
A TR ' ' Ay j dos centros sea 7. Si de la
Iy i ! W, NSRRI primera distan 2, ;cuanto
distan de la segunda? ;En
qué figura geométrica
| 171 estan situados esos
N T O I I N O N . Y O puntos? ;Qué elementos

| notables reconoces?
(Cuantos de esos puntos
localizas en el dibujo?

(Y silasumaes 8?7 ;Y
si es 4?7 ;Quiénes son
todos los puntos cuya
suma de distancias a los
centros es 5?7
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e Y ahora localiza los puntos interseccion de nuestras circunferencias cuya diferencia de
distancias a los centros sea 3. Si uno dista de la primera circunferencia 4, ;cudnto dista de
la segunda?. ;En qué figura geométrica estan situados esos puntos? ;Qué elementos
notables reconoces? ;Cuantos de esos puntos hay en tu dibujo? ;Y si la diferencia es 4?
LY sila diferencia es 2?7 ;Y si la diferencia es 0?



Parabolas

e Tomamos un punto de la cuadricula y trazamos circunferencias con centro ese punto y
radios 1,2,34,5,6,7,8,9,10y 11 cuadriculas. Consideramos una recta a la izquierda del
punto a distancia de cuatro cuadriculas. ® Busca los puntos interseccion de circunferncias y
cuadricula que distan lo mismo de la recta y del punto. ;Cuantos encuentras? ;En qué
figura geométrica estan situados? ;Qué elementos notables reconoces?.  Mueve la recta a
distancia 2 del punto. ;Hay mas puntos en tu dibujo? ;Qué pasa si el punto esta en la recta?
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Desarrollos planos del cubo

Se trata de obtener todos los posibles desarrollos del cubo. Es decir, buscar figuras planas
de seis cuadrados iguales, tales que cualquiera de ellos esté conectado por una arista a
alguno de los otros y que la figura se pueda doblar en el espacio, formando con ella un cubo
con esos cuadrados como caras. Si prescindimos de las simetrias el nimero de desarrollos
es 11. Queremos que seas ordenado en la biisqueda para que no te olvides de ninguno.

e Empieza descartando que haya cinco cuadrados en una fila (jfacil!). Encuentra el unico
desarrollo que no cabe en un cuadrado 4 x 4. e Razona entonces que los demas deben
poderse meter en un rectdngulo 3 x 4 pero no en uno 2 x 4. Piensa ahora en tres filas y
juega con el n° de cuadrados de la central. Las siguientes preguntas guiaran tu busqueda:

Para conectar los cuadrados
sombreados mediante cuadrados
con una arista comun, {cuantos
como minimo necesitas? ;Cual es
la inica solucidn que constituye
un desarrollo del cubo?

& Para “conectar” dos cuadrados, uno de la fila 1* y otro de la fila
4% empleo como minimo ...... cuadrados. En ese caso estan en la
........... columna. Colocando los dos que me quedan ocuparia
como mucho .... Columnas. Si los de la fila 1* y 4% estdn en
columnas contiguas, ;cuantos cuadrados necesito para conectar?.
Completando hasta los seis, ;cuantas columnas ocuparia?

LY si se diferencian en dos columnas?

e ,Cuantos desarrollos (salvo simetrias)
metidos en un rectangulo 3 x 4 con
cuatro cuadrados en la fila central?

e ;Con tres?

® /Y con dos o con uno?




e Fabricate un cuadrado agujereado como el de la figura formado por 8 cuadrados iguales:

e Si por la linea gruesa cortamos la pieza hasta conectar con el
interior obtenemos una cadena abierta de 8 cuadrados que puede ser
plegada (s6lo por aristas de éstos) en forma de cubo (naturalmente
dos caras apareceran dobles). Numerando los 8 cuadrados por una
cara, o dandolas color, se puede conseguir que en el cubo resultante
se vean todas las caras con numeracion o todas coloreadas.

Indicacion: Antes de darle forma tridimensional, busca plegarla con forma plana que
corresponda a un desarrollo del cubo, y donde las seis caras del desarrollo se vean
numeradas o con color.

Repetimos la actividad con la nueva figura:

Corta ahora por las lineas de trazo grueso. Obtendras una pulsera
abierta de ocho cuadrados ahora en forma espiral. Consigue darla
forma de cubo.

Y por tltimo con la tercera figura:




Desarrollos planos del tetraedro y del octaedro

No diremos nada del tetraedro (s6lo hay dos). e jEncuéntralos!

Para el octaedro serd importante disponer de piezas encajables con forma de tridngulo
equilatero (al menos ocho), pues nuestra vision y experiencia esta poco preparada para
decidir si la forma plana se doblara formando un octaedro. Sera también importante
disponer de una trama de puntos equilatera para poder representar los desarrollos que
encontremos validos y compararlos para ver si son simétricos con los ya encontrados.
Una forma de encontrar ordenadamente los 10 desarrollos posibles (salvo simetrias) es
pensar en las bandas méaximas de tridangulos cruzados que puede tener el desarrollo.

Con una banda de 6 triangulos como ¢ésta:

Tenemos que al doblarse para formar un octaedro \/W\
se forma un cinturén cerrado, al que so6lo falta

poner un triangulo por arriba y otro por abajo para obtener un octaedro.

Con ello se prueba que no puede haber bandas de éstas con mas de seis tridngulos.
e Busca y comprueba los “diferentes” desarrollos (hay seis) con un tridngulo més arriba y
otro mas abajo, y los vas representando en la trama.

Ten el primero: ] ] ] /\ ] ] .

Ahora con bandas méximas de cinco. También esos cinco triangulos al doblarlos para
formar un octaedro adquieren la forma de cinturén sin cerrar, teniendo que afadir dos
triangulos por arriba (uno como tapa y otro para cerrar el cinturén) y uno por abajo (como
tapa). No se consiguen figuras nuevas (hay 3) invirtiendo el papel de arriba y abajo.
(Recuerda antes de ver si las figuras pueden formar un octaedro que en un vértice del
desarrollo plano no puede haber mas de cuatro tridngulos.

e Con bandas méaximas de cuatro y ocho tridngulos solo hay una posibilidad que ademas
funciona.
& Con 8 triangulos no hay bandas maximas de tres triangulos.

Revisa los disefios que has trasplantado a la trama y sefala los cuatro con simetria central

y el unico con simetria axial.



Sobre poligonos regulares

e Angulo interior de un poligono regular. Todos sabemos enseguida calcular por la
regularidad el dngulo central de un poligono regular. En efecto, por la no distincion de
angulos ni lados, los tridngulos que se forman uniendo el centro con los vértices son todos

iguales, y por tanto el central es un angulo de reparto. Hay que repartir 360° entre el nlimero
de lados.

Asi el angulo central del enedgono regular mide .........

e El 4ngulo interior de un poligono regular es también facil de calcular, aunque ya no es un
angulo de reparticion. Deduce su calculo de la figura:

(Cuanto suman los dos nuevos angulos dibujados en el tridngulo
donde habiamos dibujado un angulo central?

(Como son cada uno de los tridngulos?

(Cuanto mide el angulo interior dibujado?

Asocia siempre este dibujo al calculo del angulo interior de un poligono y extrae

rapidamente su consecuencia:

El angulo interior de un poligono regular es suplementario del central

e Rellena la tabla para los 22 poligonos regulares que tienen angulo central divisor
exacto de 360 °

Poligono Angulo |Angulo
Regular de n lados |central |interior
n=73 120° 60°
n=4 90° 90°
n=>5 72° 108°
n=06

n=_§

(Completa la tabla tomando como valor de n cada uno de los 22 (n > 2 ) divisores validos
de 360°)

El angulo central de un poligono regular disminuye (a saltos) con el nimero de lados. Su
valor mas grande es ...... y puede ser tan pequeflo como queramos. ;Qué pasa con el
interior?



e Una circunferencia es de alguna forma un poligono regular de infinitos lados. Segun esa
idea ;cudl seria el valor del angulo central de ese poligono? ;Y cual seria el angulo
interior?

Otros angulos en poligonos regulares

¢ A un poligono regular hay que asociarle siempre el centro y las circunferencias inscrita y
circunscrita. Asi podemos calcular otros angulos relacionados sobretodo con la segunda
circunferencia.

(Cuanto miden los
angulos sefialados?
(Piensa en angulos
inscritos)

& Estas mismas ideas las podemos llevar a estrellas y poligonos estrellados regulares:

(Cuanto miden los angulos sefalados en las figuras? jCuidado con los de la segunda! Dos
de los angulos no son inscritos a la circunferencia visible, sino interiores. Puedes
calcularlos mediante la formula que relaciona angulos interiores con los arcos que abarcan,
o si no la has dado viéndolos como inscritos a circunferencias que deberds dibujar? Puedes
también medirlos con un transportador primero y luego intentar llegar al resultado
razonando.



Creacion de rectangulos semejantes
e Una forma facil de obtener rectangulos semejantes es a través de paralelas, utilizando de
apoyo sus diagonales. Sin embargo el método es poco dindmico:

e Otra idea es trazar una diagonal y por uno de los otros dos vértices trazar una
perpendicular a ésta. Esta lltima linea resulta diagonal de un rectangulo semejante al de
partida. ;Por qué? (Razona que los tridngulos mitades son semejantes)

& (Este rectangulo semejante se puede obtener también girando desde O el rectangulo de
partida y luego aplicando una contraccion hacia O de razon AD : AB)
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e El dibujo esta preparado para aplicarle reiteradamente el proceso sin dibujar nuevas
diagonales, obteniéndose una serie de rectangulos semejantes menguantes hacia O.




e Apliquemos el procedimiento a nuestra hoja Dina 4:

Si trazamos la diagonal de la hoja y luego la perpendicular, obtenemos que ésta corta en el
punto medio del lado largo, ello es debido a que la hoja Dina 4 cuando la dividimos en dos
rectangulos iguales, éstos resultan semejantes al de partida (dando el tamaiio Dina 5). Esta
es una buena idea a la hora de elegir papel para hacer fotocopias. Si yo quiero hacer una
copia al doble de tamafio en area (asi se entiende al decir “hdgamela al doble de tamafio” )
de algo enmarcado en una hoja Dina 4, meteré en la maquina papel Dina 3, y obtendré la
fotocopia ajustada al nuevo tamaio, seglin lo estaba en el original. Si la razon de las areas
de Dina 4 a Dina 3 es 2, e;cudl es la razon de semejanza de los lados? ;Cuadl es la razéon
entre los lados de tu hoja Dina 4? Mide los lados y con calculadora obtén esa razon.

La division reiterada permite en este caso ajustar a la figura una espiral (seudoespiral
logaritmica, realizada a base de cuartos de circunferencia) de polo O. ;Cuales son sus
centros ?

Los cuartos de circunferencia no encajan
demasiado bien, obtenemos una vision de
espiral floreada (en absoluto desagradable ). Si
hubiéramos partido de un rectangulo aureo la
conexion seria suave.

D C
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e Podriamos definir un rectangulo aureo como M
aquél en que al trazar la perpendicular a la
diagonal, no el rectangulo semejante que se
obtiene, sino el complementario es un cuadrado.

A B

Construccion de un rectangulo dureo ABCD a partir de dos
cuadrados. M y A son los centros de los arcos trazados.



Creacion de rectangulos semejantes

D E C
& Asi queda la construccion en un
rectangulo dureo. La existencia de
los cuadrados permite que los
cuartos de circunferencia se peguen
con suavidad. ;Cudles son ahora los
centros? Usando la semejanza de los
dos primeros cuadrados demuestra
que AF’=AB .BF
A F B
Creacion de triangulos semejantes
D C
e Observa este procedimiento para obtener
tridangulos semejantes. Demuestra que si
los dos angulos marcados son iguales los
dos tridngulos son semejantes. El proceso A
puede ser reiterado pero lo vamos ya a
hacer en triangulos isdsceles. B

e Si esta construccion de tridngulos interiores
semejantes sigue un sentido de rotacion,
obtenemos una serie de tridngulos menguantes
que se enrollan hacia un punto O. Asi el
nuevo tridngulo aparece también como giro de
centro O del triangulo anterior y una
contraccion hacia O de razon BC : AB

Esa es también la razon de semejanza de dos
triangulos semejantes consecutivos.

e Hay pues un claro paralelismo entre esta
construccion y la anterior de rectangulos. La
condicion de isosceles hace facil asociar una
seudoespiral a la figura. (Dicha seudoespiral
proporciona a su vez un método de
construccion de la figura)




Uno de los disefios, facil de dibujar (con cuidado de elegir un sentido comun de rotacioén en
todos los pasos) es el asociado al triangulo rectangulo isosceles:

eDibujalo en papel cuadriculado tomando de partida un
tridngulo rectangulo isdsceles de 16 cuadriculas de
cateto.

& De nuevo la eleccion del llamado tridngulo dureo permite asociar una espiral (no
coincidente con las anteriores) que se conecta con suavidad en los puntos donde cambia de
arco de circunferencia.

D C
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e Construccion de un tridngulo aureo a partir de
dos cuadrados:

& Al crear este proceso en un
tridngulo &ureo se genera en
cada paso un segundo
tridngulo isosceles, lo cual
permite construir una segunda
espiral a partir de arcos que se
pegan con suavidad.
Identifica los centros de esos
arcos.

e El triangulo 4ureo esta ligado al pentagono regular y a la
estrella pitagorica. Calcula sus angulos y los del otro
triangulo is6sceles asociado.



Sobre volimenes de prismas, piramides, cilindros y conos (Ficha del profesor)
Partiendo de la formula de volumen para ortoedros (cajas de zapatos), no es dificil llegar a
la férmula de volumen para paralelepipedos generales, puesto que el razonamiento es
analogo al del plano entre rectangulos y paralelogramos.

e No hay ningun problema en extender la formula a prismas, si bien deberemos dividir
¢éstos en prismas triangulares y razonar que los tltimos son mitades de paralelepipedos.

La cosa se complica a la hora de actuar sobre piramides. De nuevo podemos dividirlas en
piramides triangulares y razonar que €stas se encuentran dentro de un prisma triangular. No
es dificil ver que un prisma triangular contiene tres piramides triangulares, que dos a dos
tienen igual base e igual altura. Lo que no resulta tan obvio es que tengan igual volumen.
Vayamos por
partes:

Como queremos
ver que hay tres
piramides
triangulares en la
figura, vamos a
partir los
cuadrilateros
laterales. Dividimos
dos de ellos por
diagonales coincidentes en un vértice. Vemos entonces una piramide triangular. La
borramos (y llevamos una) y en la figura resultante dividimos el unico cuadrilatero con una
nueva diagonal. Vemos dos pirdmides triangulares y borramos una.




Asi hemos visto que en nuestra figura habia tres piramides triangulares. Si las recuperamos
antes de borrarlas, podemos observar que dos a dos coinciden en “base” y tienen igual
altura sobre esa base. Si esta condicion bastara para deducir que tienen igual volumen,
tendriamos la formula de volumen de las pirdmides como un tercio del area de la base por
la altura. Efectivamente esto es asi, pero no existe una demostracion elemental, por
troceamiento, de que sea asi. ® No podemos evitar un razonamiento de tipo exhaustivo:
Dos piramides que comparten base y tienen la
misma altura sobre esa base, producen
tridngulos iguales cuando se las corta por un
plano paralelo a la base. El volumen puede ser
aproximado tanto como queramos por suma de
prismas rectos de bases esos cortes y altura
pequena, por lo que si esos prismas rectos son
iguales, los volumenes serdn iguales.
En el fondo aunque quisiéramos en estas
elementales figuras disponer de una
demostracion mas sencilla, el razonamiento
exhaustivo no nos es extrafio, ya que estamos
acostumbrados a considerar la circunferencia como poligono regular de infinitos lados,
obteniendo el area del circulo como generalizacion de la formula: perimetro por apotema
partido por dos, donde el perimetro es 2xr y la apotema r.
Podemos pues considerar los cilindros como prismas de base poligonal de infinitos lados y
obtener su volumen como: (area de la base) x (altura), o los conos como piramides de
base poligonal de infinitos lados y volumen : (area de la base) x (altura) , distinguiendo
3
siempre en la formula figuras espaciales de bases paralelas o puntiagudas.
& Con un razonamiento andlogo al de las pirdmides se obtiene el volumen de la esfera a
partir de los del cilindro y el cono. Se consideran las siguientes tres figuras:

IO

Un cilindro de radio r y Un cono de radior y Una semiesfera de radio r
altura r altura 1/2
Si las cortamos por un plano paralelo a las bases se obtienen circulos que miden:

nr; nz’ n(r;Z;)




relaciones tomadas de la figura:

Y por tanto la rodaja en el cilindro es suma de la rodaja del cono y la de la semiesfera.
Extendiendo eso a toda la figura, se llega a que el volumen del cilindro es igual al de cono
mas el de la semiesfera, es decir:

2

r .r = 1'51‘2.1'

3

Y por tanto el volumen de la semiesfera es

luego el de la esfera es el doble:

+ volumen de la semiesfera

2mr 3

3
4mr 3
3

Todo un triunfo del razonamiento analitico.

e Una regla nemotécnica:

En el plano. Area =

En el espacio. Volumen =

Figura de dos bases
paralelas

(Longitud de la base) x altura

(Area de la base) x (altura)

Figura puntiaguda: una base
y un vértice fuera.

(Longitud de la base) x altura

(Area de la base) x (altura)

2

3

La regla anterior es valida no sélo para cilindros y conos, sino para figuras en que las
palabras base y altura sean interpretadas correctamente. Asi una circunferencia puede ser
interpretada como figura jpuntiaguda! de vértice exterior el centro, ya que éste mantiene su

distancia (altura) a toda la base. Asi: Area del circulo =

Lo mismo es valido para la esfera: Volumen de la esfera =

27r . r
2
4r “ . r

2

3

De igual forma, rapidamente, podemos recordar que el area de un sector circular de arco de
longitud s es s.r , o que el area de un sector esférico de area de la base S es S.r

2

Apéndice:

3

Veamos como es posible convertir (trocear)
un tridngulo en otro equivalente de igual
base sin necesidad de pasar por sus
transformaciones en rectangulos.

La posicion del dibujo no es la buena para la
resolucion. Dibujemos un tridngulo hacia
abajo haciendo su simétrico respecto a la

base.




D

A partir del paralelogramo que une los puntos medios del cuadrilateco ABCD y
trasladando los triangulos AMN y PQD segtn los vectores MP y QN obtenemos la
particion de cada triangulo en los mismos seis trozos.

Para acabar este recorrido
de semejanzas y

diferencias entre férmulas
de figuras planas y figuras
redondas podemos acabar

con los desarrollos del
cilindro y el cono:

Area total cilindro =
2nr 2+ 2w h

Area total del cono =
nr’ + mr g

Podemos ver de nuevo las
relaciones de mitad entre
una y otra formula, si bien
con alguna variante. Ello
puede servir también para
recordar ambas formulas.



