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Capitulo 1

Analisis de funciones de varias
variables.

1.1. Introduccion
Son conocidos los problemas que dependen de una unica variable, por ejemplo:

m Area A de un cuadrdado de lado I:
Al =12

= Funcién de ingresos de una empresa que tnicamente produce x unidades de un bien al precio
p fijo:
I(x)=p-x

Pero, a veces, es necesario utilizar més variables para describir un problema. Asi, necesitamos
definir funciones que dependan de m&s de una variable:

» El drea de un rectdngulo cuya base es b y cuya altura es h:

A(b,h)=b-h

» Los ingresos de una empresa que produce x1 e x2 unidades de dos bienes distintos, cuyos
respectivos precios son p; y pa:

I(x1,22) =p1-21 +Dp2- 22

= La funcién de producciéon de Cobb-Douglas, que describe las unidades producidas en funcién
de x unidades de trabajo e y unidades de capital, donde C' y a son dos constantes fijas tales
que 0 < a < 1:
flzy)=C-a" -y

En resumen, en un problema en el que interviene mds de una caracteristica (variable) independi-
ente, es necesario definir funciones que dependen de ma&s de una variable.

1.2. El conjunto R”

Llamemos R al conjunto de nimeros reales. El conjunto de pares de valores (z1,x2) con x1, x2
reales lo llamaremos R?, es decir, es el producto cartesiano

RZ=RxR= {(z1,22) : 71 € Ryz9 € R}



En general, el conjunto de n-uplas (zi,...,z,) con x1,...,xs reales lo llamaremos R", es decir, el
producto cartesiano

R'=Rx...xR={(z1,...,2,) : 11 €R,... 2, € R}

1.3. Funciones de varias variables

Definicién 1 (Funcién de varias variables) Sea D un subconjunto de R™. Si a cada (x1,...,z,) € D
le corresponde un unico nidmero real

fze, ... xn)
se dice que [ es una funcidon de las variables x1, ..., Ty.

Ejemplo 2 Las funciones definidas anteriormente
A(b,h)=b-h
I (21,22) =p1-21+p2- 22

f(z,y)=C-a* y'°

son funciones de dos variables.

Definicién 3 (Dominio y recorrido) El conjunto D de la definicion anterior se llama dominio de
f, y el conjunto de valores f (x1,...,x,) correspondiente a dicho dominio se llama recorrido de f.

Ejemplo 4 w f(z,y) =2 +9°
La funcién f estd definida para todo (x,y) € R? y por tanto el dominio de f es D = R2.

Como f puede alcanzar cualquier valor no negativo, el recorrido es R = {z € R: z > 0}.

= f(x,y) =logxy

Para que la funcion f esté definida es necesario que

xy >0

x>0 o bien z <0
y>0 y<0

ast el dominio de f serd el siguiente conjunto

entonces

y el recorrido es R = R.



Observacién 5 Si f y g son funciones de n variables, es decir,
fR" >R Yy g:R" >R
entonces las siguiente operaciones nos dan lugar a nuevas funciones de n variables:

= Suma y diferencia:

(fx9) (x1,...,2n) = f(x1,...,20) £ g (21,...,2n)

= Producto:
(F9) (@1, rn) = F (31,1 20) g (51, )
= Cociente:
Sig(z1,...,x,) # 0 entonces

(£) e = Ll

g(x1,...,2p)

1.4. Representacion grafica de una funcién de varias variables.

Definicién 6 (Gréfica o grafo) La grdfica de una funcion de n variables xi, ...z, es el conjunto
de puntos (z1,...,7n, z) € R" que satisfacen

z=f(x1,...,2)
con (x1,...,2Ty) en el dominio de f.

La interpretacién geométrica de la grafica es la siguiente:
Para n = 1. La gréfica de una funcién f : R — R la generan los puntos (z,y) tales que y = f (x)
y se puede representar como una curva en R?:
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Para n = 2. La gréfica de una funcién f : R? — R la generan los puntos (z,y,z) tales que
z = f(x,y) y se puede representar como una superficie en R3:
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Para n > 3. La gréfica de una funcién f : R” — R la generan los puntos (x1,...,x,,2) tales
que z = f(x1,...,z,) y no es posible representarlo de forma completa sobre un papel ya que

necesitarfamos ser capaces de representar conjuntos sobre, al menos, cuatro ejes coordenados, es
decir en R*.

Nos tendremos que conformar con representaciones parciales.

1.5. Conjuntos de nivel

Los conjuntos de nivel de una funcién f describen los puntos (z1,...,x,) del dominio que tienen
el mismo valor de f.

El conjunto de nivel k de la funcién f : R™ — R se define como:
Up={(z1,...,2n) ER": f(x1,...,2) =k}

El valor de k debe estar en el recorrido de la funcién, ya que en otro caso, el conjunto de nivel &,
Uk, serd un conjunto vacio.

Si n = 2 a los conjuntos de nivel los llamaremos curvas de nivel.
Si n = 3 a los conjuntos de nivel los llamaremos superficies de nivel.

Ejemplo 7 = Ejemplo 8 e f(x,y)=a2+1>
Buscaremos las curvas de nivel 0, 1, 2, 3, 4,... de f.
Si f (x,y) = 0 entonces x2 +y* = 0 y, por tanto, x = y = 0.
Si f(x,y) = k entonces 22 +y? = k que es una circunferencia de radio VEk.
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La relacion con la grifica es la siguiente:
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o f(z,y,2) =x.
Buscaremos las superficies de nivel 0, 1, 2 y 3 de f.
Si f (z,y,2) =k entonces x = k que es un plano vertical.
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Algunos ejemplos cotidianos de curvas de nivel son:

1. Isobaras: Describen las curvas sobre la superficie que tienen la misma presién atmosférica.

Miércoles 20 Junio 2007 0OUTC  Prediccion H+ 12 VAL: Miércoles 20 Junio 2007 12UTC
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2. Mapas topograficos: Describen las curvas sobre la superficie terrestre que estdn a la misma
altitud sobre el nivel del mar.



1.6. Limites

Vamos a tratar el concepto de limite de forma intuitiva. Para una funcién f de una variable,
decimos que
lim f (z) =L
r—a

si existen los limites por la derecha y por la izquierda de x = a, y ademds coinciden con el valor de
L.

Por la izquierda Por la derecha

Para una funcién f de dos variables, decimos que

lim x,y) =1L
(w,y)H(a,b)f( v)

si existen los limites por TODOS los caminos posibles hacia el punto (a,b), y ademds coinciden con
el valor de L.




# (1,1)
=(L,1)
lim  f(z,y) =2

. T+ st (x,
Ejemplo 9 = f(x,y) :{ 0 Y si ESB ‘z

)
)

(z,y)—(1,1)
FEuxiste el limite.
. oty sixFEy
f(xay>_{ 0 sisc:y

; lim x, ?
S

Si nos acercamos por la recta y = x obtenemos como limite el valor 0. Si nos acercamos por

otra recta, por ejemplo, y = 1, obtenemos el valor 2. Como estos limites no coinciden, entonces
no existe el limite.

La generalizacion del limite para funciones de n variables es inmediata:
Definicién 10 Para una funcion f de n variables, decimos que

lim f(xy,...,zy) =1L

(z1,...,zn)'—>(a1,...,an)

st ezisten los limites por TODOS los caminos posibles hacia el punto (ay, ..., a,), y ademds coinciden
con el valor de L.

Observacién 11 (Propiedades)

Sean f y g funciones tales que  lim  f(z,y)=Fy lim g (z,y) =G entonces:
(z,y)—(a,b) (z,y)—(a,b)

1. lim  (f£g)(z,y)= lim (f(z,y)+g(z,y)=F+£G

(z,y)—(a,b) (z,y)—(ab)
2. lim . z,y)= lim z,y) - g (x, =F.QG

™ (f-9)(z,y) ™ (f (z,y) - g(z,y))

, . f> , <f(w,y)) F
3. SiG#0, lim =l (z,y)= lim = —

7 (2.y)—(a;b) <g @) (@y)—(ab) \ g (T, y) G

4. lim efl@y) = e(w,y%i»m(a,b) few)

(z,y)—(a,b)

5. lim lo z,y) =lo lim z,
™ g f (z,y) = log (x7y)H(a7b)f (z,y)

Ejercicio 12 Utilizar las propiedades anteriores para calcular

ez+y+z

lim
(2,,2)—(0,0,0) T2 +y2 + 22 + 1

1.7. Continuidad

Definicién 13 Una funcion f : R™ — R es continua en el punto (ai,...,a,) i

lim fz1,.. . xn) = flag,...,an)
(Ilv“'vl‘n)'—)(alv"'van)

Diremos simplemente que f es continua si lo es para todo punto de su dominio. Intuitivamente, f es
continua en (ai,...,a,) Si su grifica no tiene saltos, agujeros, asintotas, ...



Ejemplo 14 ;Son funciones continuas

_[zty si (z,y) # (1,1) p
[ ] f(m7y> - { 0 i (.l',y) _ (17 1) en (1, 1)
. oty sixFEy 0
f(x7y>_{ 0 szx:y en(l,l)
ex+y+z
= f(z,y,2) = 22 4 y2 L2211 en (0,0,0)7
Observacién 15 (Propiedades) Si f : R" — R y g : R" — R son funciones continuas en (a1, ..., an),
y h:R —R es una funcion continua en f(ai,...,ay), entonces
» f+g es continua en (a1, ...,an).
= f-g es continua en (ai,...,ay).
» Sig(al,...,an) #0 entonces / es continua (ai,...,an).
g
= La composicion ho f es continua en (ay,...,a,).

Observacién 16 Las funciones polindmicas, racionales cuyo demominador no se anula y composi-
ctones de estas con exponenciales, logaritmos, etc. son continuas.
zty+=z
e «2+1 - cos (zy)
zy+1

Ejemplo 17 ;FEs continua f (z,y) = en (0,0)?

1.8. Ejemplos de resumen

Ejemplo 18 Dibujaremos y describiremos analiticamente los dominios D de las siguientes funciones:

1. f(z,y) =log (zy +a?).
Tenemos que
D={(z,y) eR*:zy+2* >0} =

={(z,9) eR*:2>0,y+2>0} U{(z,y) eR*: 2 <0,y+2 <0}

Ast el dominio es el conjunto




2. flzy) =ev.
Tenemos que

D= {(z,y) eR*: y #0}

Ast el dominio es

Todo el plano
menos la recta
y=0

3. f(z,y,z2) =2+ Ty*> — 1200y + 8.

Tenemos que
D=R?

ya que f estd definida para todo punto (z,y, z).
Ejemplo 19 Dibujaremos algunos conjuntos de nivel

1. f(z,y) ==y
Tenemos que

Ui = {(z,y) GR2:my=k}

Ast, las curvas de nivel verifican y = k% para cada k.

— k=12 _

3 3
2 2
1 1
0 0
1 1
3 —k12] 4
— k=t — k=1
3 — k=2 | 3 —— k=2
2 D s 2 0 T

2. f(zyy)=x+vy.
Tenemos que

Ukz{(x,y)€R2::v+y=k}

Ast, las curvas de nivel verifican y = k — x para cada k.

— |




k:
2t Y
\ k=3
L
uf

Ejemplo 20 FEstudiaremos la continuidad de algunas funciones

_| 55 si (x,) # (0,0)
L f@) _{ 0 si (2,y) = (0,0)

Para todo (x,y) # (0,0) tenemos que f es una funcion racional cuyo denominador no se anula,
por lo que f es continua en cualquier punto (z,y) # (0,0). sQué pasa en (0,0)?

Nos aproximaremos por dos caminos distintos,

la recta z=0
)
la recta y=20
Asi 2 _ .2 2 _ .2
n flay) =  lm LY g O Y
(@,y)—(0,0);2=0 (@y)—(0,0)2=0 22 +y* 30 0% + y?
2 _ .2 2 _ 02
- -0
lim flzyy) = lim LY it =1
(z,y)—(0,0);9=0 (@9)—(0,0)y=0 % +y*  2—0 22 4 02

y como estos dos limites son distintos, entonces no existe

lim x,
Do) (&9)

y por tanto no puede ser continua en (0,0).

(Es posible calcular el limite por todas las rectas y = Az a la vez:

i f () " a2 =N 22 (1N 1)\
im T,Y) = im ———— = lim —
(2,9)—(0,0);y=Az Y (@y)—(0,0)y=Az £2 + A\%22 -0 g2 (1+ )\2) 14 A2

y como depende de la pendiente X\, entonces f no es continua en (0,0).

st (z,y) = (1,1)
Para los puntos (z,y) # (1,1) la funcion f es un polinomio en las variables x ey, y por tanto
f es continua para estos puntos. En el punto (z,y) = (1,1) la funcion f tiene limite

2 ﬂ%w:{? i (w,y) # (1,1)

lim r,y)= Ilim zy=1
(ff,y)H(Ll)f( v) (z,y)—(1,1) Y
Yy como
f(1,1)=2

10



entonces

(z,y)—(1,1)

y por lo tanto f no es continua en (1,1).

f(z,y) = e Y’ 4 22y 4+ 6

Como
h(z) = €*
g (z,y) = 22+
g2 (z,y) = 2%y
g3(z,y) = 6

son continuas en todo punto de sus dominios y

f=(hogi)+ g2+ 93

entonces por las propiedades anteriores, la funcion f es continua en todo su dominio R2.

11



Capitulo 2

Derivabilidad y diferenciabilidad.

2.1. Derivadas parciales

Podemos preguntarnos cémo varfa la funcién si variamos una sola variable independiente mante-
niendo constantes las demés, o bien cémo varfa la funcién si nos movemos en una direccién.

Para responder a estas preguntas necesitamos extender el concepto de derivada a funciones de
varias variables.

La extensién que construiremos hace que para funciones de varias variable no exista una tnica
derivada, sino varias.

Definicién 21 (Derivadas parciales): Sea f : R? — R una funcién de dos variables. Diremos que la
derivada parcial de f con respecto de x en el punto (x,y) es la funcion

fo (2,9) zmﬂﬂh,yzm,y)

stempre que exista el limite.

Definicién 22 De igual manera podemos definir la derivada parcial de f con respecto de y en el
punto (x,y) como la funcion

fy (@,y) zmﬂxwhgﬂx,y)

stempre que exista el limite.

of of
Notacién 23 f, = -~ -2
otacién fz o fy By
Definicién 24 (Derivadas parciales - para n variables): Sea f : R™ — R una funcién en las variables
(z1,...,xy). Diremos que la derivada parcial de f con respecto de xy en el punto (x1,...,x,) es la
funcion
0 , T1y e X+ Ry ) — f(21,.. .,
ka(ml""’$n>:Ti(xl’.."xn):%%f(1 ; n) f(l n)

stempre que exista el limite.

12



2.1.1. Interpretacion geomeétrica para n = 2.

La derivada parcial f, en el punto (zg,yo) representa la tangente (pendiente) de la curva
h(z) = f(z,y0)

en el punto xg.

Es decir, es como si cortdramos la superficie z = f (z,y) (en negro) con el plano y = o (en verde)
y la pendiente de la recta tangente en z( (en azul) de la curva interseccién (en rojo) es la derivada
parcial de f respecto de x en (zg, o).

La interpretacion geométrica de la f, es andloga, intercambiando el papel de = e y.

Observe el dibujo

(xuayuaf(xuayu))

13



Ejemplo 25 Utilizando la definicion vamos a calcular las derivadas parciales de

f(:c,y):3x+sc2y2+2

En efecto,
of . 3@+h)+(@+h)Py+2—-3z— %P -2
.. (:‘va) = lim =
ox h—0 h
3h + 2zhy? + h%y? 9 9 9
=1If =1If 2 = 2
lim, A hlir%)3+ xy“ + hy” =34 2xy
y por otro lado
3z +22(y+h)?+2 -3z —a%y? -2
_f(%w:hm v+ (y+h)”+ z — 2’y _
8y h—0 h
2h 2 2h2
= lim chaty +@h” lim 22%y 4+ 2%h = 22%y
h—0 h—0

Observacién 26 FEstas derivadas parciales obedecen las mismas reglas de derivacion habituales que
las funciones de una variable, considerando la variable respecto a la que queremos derivar como la
dnica variable de la funcion, y las demds variables como si fueran constantes.

Ejemplo 27 Utilizando estas reglas de dervacion vamos a calcular las derivadas parciales de:

= flzy) = Qe+y)
Tenemos que
folwy)=—3Q2z+y) " 2=—6Q2z+y) "

y ademds
Folay)=-3Qz+y) ™" 1=-3Q2z+y) ™
» f(z,y,2) = €™ cos (yz)
fa(2,y,2) = €% cos (yz) -y

fy (z,y, z) = ze™ cos (yz) — " sen (yz) - 2

fz (.’I,',y,Z) = —¢"Ysen (yZ) "y

2.2. Derivadas de orden superior

Una vez que hemos calculado alguna derivada parcial de z = f (x,y), esto es, % (z,y) o g—g (z,9)

podemos volver a calcular las derivadas parciales de estas funciones (siempre que existan). De esta
manera a partir de

f(z,y)
calculamos las derivadas primeras de f,
) )
Lz 5L (z,y)

y a partir de estas, calculando sus derivadas parciales obtenemos las derivadas parciales de orden
2 o derivadas parciales segundas de f,

8(?; (.’I,',y) 6(9; (xay>
o( 2L a(2L
86xy (fE,y) l%z (.I',y)

14



Notaciéon 28 Para simplificar la notacién llamaremos

fow (2,9) = 24 (2,y) =
fry (@,9) = s (2,9) = =L (2,)
Fyo (2,) = ok (,y) = Aol (2,y)
fyy (@,y) = %é (2,y) = o5 (2,9)

En general, la derivada de orden m

amfli
f (z CL‘)_L(IE x)_w(fg )
TiTj.. T ALy eeydbn) — 3xk8xj&m 1ye0-5dn) = 81‘k 1y.--5dn

Ejemplo 29 Vamos a calcular las derivadas parciales de orden 2 de

flay)=Qe+y)~°

Ya calculamos anteriormente que

fo(,y) = =6 (2c +y)~* fy(a,y) = =3 (2c+y) ™"
Por lo tanto
foo(zy) = 24z +y) " 2=48Q2z+y)"
foy (my) = 242z +y)7°
fua(z,y) = 1220 +y) 7" 2=24(20 +y)™°
foy (y) = 122z +y)~ -
Observacion 30 ;Es una casualidad que fry (z,Y) = fyz (T,y) = 24 (22 + y) 22

Teorema 31 (Schwarz) Sea f : R? — R una funcion tal que %g, %5, %28% existen en un entorno del
2 2

punto (a,b) y la funcion %es continua en (a,b), entonces existe gx—afy y se verifica que

0? 0?

L ab) = 2L (o)

Oyox 0x0y
Observacién 32 El teorema de Schwarz es valido para cualquier nimero de variables y para cualquier
orden de la derivada parcial, siempre que se verifiquen las hipdtesis, ya que estas son derivadas par-
ciales sequndas de otra derivada parcial. Asi podemos tener

fxyza: = fa:a:yz = fyzxa: = fa:zzy =
Observacion 33 El teorema se debe a Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)

15



2.3. Gradiente

Definicién 34 (Gradiente) Sea z = f(x1,...,2,) una funcion tal que existe % para todo i =
1,...,n. Se llama gradiente de f en (x1,...,x,) al vector

Vf(l'l,-..,ﬁlfn): (88_1{1(xla"'a:vn)a"'vaa_a{;l(xla"'al‘n))

2.4. Hessiano

Definicién 35 (Hessiano o matriz hessiana) Sea z = f (x1,...,2,) una funcién tal que tiene todas
sus derivadas parciales hasta el orden 2 continuas. Entonces se dice que la matriz hesstana o
hessiano de f en T = (z1,...,2,) es la matriz

2 _ 2 _ 2 _
@) ands @) g (@)
82f _ o2 _ 52 _

2 B 2 _ ’ o, -

st (©) e (@) - §7§ (Z)

Observacién 36 Segin la definicion de hessiano, como las derivadas parciales hasta el orden 2 son
continuas, entonces podemos aplicar el teorema de Schwarz y asi tenemos que

Pf o Of )
&%Z‘al‘j - 895]8951

y por tanto la matriz hessiana es simétrica.

Observacién 37 Esta matriz lleva el nombre del matemdtico alemdn Ludwig Otto Hesse (1811
- 1874).

16



Ejemplo 38 Sea f (z,y) = z*sen (2y), vamos a caleular Vf (1,5) y Hf (1,3).
Primero calculamos las derivadas parciales primeras

fu(x,y) = 2wsen(2y)
fy(z,y) = 2a%cos(2y)

por lo que
Vf(z,y) = (2zsen (2y), 22> cos (2y))

Podemos ahora calcular las derivadas parciales seqgundas

fra (z,y) = 2sen(2y) fay (2,y) = 4a cos (2y)
fya (®,y) = 4w cos(2y) fyy (@, y) = —4a® sen (2y)
por lo que
[ 2sen(2y)  4xcos(2y)
Hf(z,y) = < 4z cos (2y) —4x?sen (2y) )

Y sustituyendo en el punto (1, %) tenemos que

VS (1%) - (2- 1sen (2%) 212 cos (2%)) — (0, -2)

T 2sen(2%
Hf (1’§> o < 4. 1cos(2

2.5. Derivadas direccionales

y ademds

Hemos visto que la derivada parcial f, mide la variaciéon de f cuando nos movemos por la recta
y = cte. Para medir la variacién de f en otra direccién cualquiera necesitamos el concepto de derivada
direccional.

______________________ i
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Observacién 39 ;Como construir un vector de mddulo 1 en la misma direccion que uno dado?
Consideremos un vector v = (x,y) en cuya direccion se quiera medir cémo varia la funcion f.

Construimos el vector v

ol

donde ||v]| = /2% + y? es el mddulo de v. Ast el vector u tiene longitud igual a 1 ya que

u

v 1
Jull = | i | = o et =
ol llll
Cualquier vector u tal que ||ul| =1 le llamaremos unitario.

Definicién 40 (Derivada direccional) Sea z = f(x,y) y sea u = (u1,u2) un vector unitario. La
derivada direccional de f en la direccion de u en el punto (x,y) se define como

, flr4+tu,y+tus) — f(z,y
Duf (2,y) = tim LY 102) T (220)

stempre que exista este limite.

Definicién 41 (Derivada direccional - n variables) Sea z = f (x1,...,2,) y sea u = (ug, ..., Uy) un
vector unitario. La derivada direccional de f en la direccion de u en el punto (z1,...,x,) se define
como

tug,. .. t —
Duf(scl,.,.,xn):%g%f(efl"i‘ ui, ,xn—l—tun) [z, .., 2zn)

stempre que exista este limite.

Ejemplo 42 Calcular la derivada de f (x,y) = e* Y en la direccion del vector u = (2,1) en el punto
(z,y) = (0,0). sExiste la derivada direccional de f en cualquier punto (z,y) y en cualquier direccion
u?

Como el médulo del vector u es

lul = V22 + 11 =B #1

entonces u no es unitario. Construimos el vector 4 = L| = (%, %) que es unitario. Por lo tanto




Para contestar la sequnda pregunta, supongamos que u = (uy,usz) es cualquier vector unitario. En-
tonces

t t _ (z+tur+y+tus) _ zty
Duf (17, y) — lim f (IE + Ul, y + UQ) f (17, y) — lfm € € —
t—0 t t—0 t
ety 6t(u1—|—uz) . et(ul—l—ug) 1
= lim ( ) = e*Y lim Q = L’Hopital =
t—0 t t—0 4

t(u1+u2)
, (U1 t+ug)e
= €Y lfm (1 2)

t—0 1

=" (uy + ug)

que existe para todo punto (x,y) y toda direccion u = (uy,us).

2.6. Relacion entre continuidad y derivabilidad

Entendiendo por derivabilidad la existencia de derivadas parciales, veamos que no hay ninguna
relacién entre ésta y la continuidad.

Ejemplo 43 Funcion continua no derivable en un punto.
Sea f (z,y) = |z| + |y|, que es continua en (0,0) ya que ( %im |z| + |y| =0, pero se tiene que

$7y'—> 7)

of . f(O0+h0)—f(0,00 . |h] [ +1 sih>0
o (0:0) = Jim, h =M= 21 sih<o0

por lo que no existe el limite y por tanto no existe la derivada parcial %ﬂé en el punto (0,0). De igual
modo se demuestra que no existe %5 (0,0).

‘f continua # f dem’vable|
La grifica de f es:

z=[x|+yl
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Ejemplo 44 Funcion derivable y no continua en un punto.

Seaf(x,y):{(l) Z iggj%g que no es continua en (0,0), pero
8f _x f(O+h,0)—f(0, )_ 1-1
5z (0 = jim : pmy =~ =0
o1 CFO0+R - f0.0) _ 1-1_
3y (0-0) = Jim h = pm == =0

como ambos limites existen, entonces existen 9L az (0,0) y %5 (0,0).

‘f derivable # f contmua|
La grafica de f es:

Ejercicio 45 Demostrar aproximando por las pardbolas © = \y? que no es continua en (0,0) la
2 .

x_2x+Ly2 51 (:‘Cay) 75 (an)
0 si(z,y9)=(0,0)

derivada direccional de f en (0,0)?

funcion f(z,y) = ¢Para qué direcciones v = (v1,va) unitarias existe la

Ejercicio 46 Para las funciones f (x,y) = zev y h(z,y,z) =xe* +ycos(z+ z), calcular Vf, Vh,
Hf; Hh; hxyz; hyx27 hyzan ha:zy; ha:zy; hzzy Y hzyz-

2.7. Diferenciabilidad

2.7.1. Diferencial de una funcién de una variable
En el caso de una funcién de una variable, se puede definir la diferencial de f en el punto zg
dfay (x) = ' (20) (¥ — o)
o equivalentemente, si llamamos Az = (x — ) entonces
dfay (z) = ' (20) Az

La diferencial df,, segin esta definicién, existe si y s6lo si existe la derivada f ' (x¢), por lo que para
las funciones de una variable el concepto de derivabilidad coincide con la diferenciabilidad.

| Derivabilidad = Diferenciabilidad |
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Esta funcién aproxima la cantidad Ay = f (x) — f (z¢) cuando x e xy estdn préximos:

Ejemplo 47 Si f (z) = 22 + logx, vamos a aproximar el valor de f (1'01) mediante la diferencial.
Nos apoyamos en el punto x =1 que estd cercano a x = 1’01. Por eso calculamos

@ ='W @=1)= 2047 @-1=36-1

Yy entonces
df(l) (1’()1) =3 (1'01 - 1) =003

De esta manera, como
dfy (1'01) = Ay = f (1'01) — £ (1)

entonces
f (1’()1) ~ f (1) + df(l) (1/01) =14+003=103

2.7.2. Diferencial de una funcién de varias variables

Vamos a construir el mismo concepto para funciones de dos variables z = f (z,y) en el punto

(IIJ'(), yO) .
Incrementamos xg hasta el valor xg + Ax, considerando f como una funcién de una variable, asi

(w0, o) — (w0 + Az, yo)

por lo que una aproximacion serd

0
Af = f(zo+ Az,y0) — f (0, 90) ~ 8_£ (0, y0) (z — o)
Si hacemos lo mismo incrementando yo hasta el valor yo + Ay,

(%0,%0) — (w0, %0 + Ay)

entonces

0

Af = f(xo,y0 + Ay) — f (20, 90) ~ 8_5 (70, %0) (¥ — %o)

21



La suma de estos dos incrementos puede ser una buena aproximaciéon de Af = f (xg + Az, yo + Ay)—
f (xo,90), por lo que definimos la diferencial de f en (zg,yp) como

faan) (@) = G (0,0) (@ = 20) + 5 (0,30 (0~ )
>_

Elvalorde Af = f (x0 + Az,y0 + Ay)—f (%o, yo) se puede aproximar mediante la funcién df ,, ) (7, ).

Z /a,Z:f(X,y)

S y)- f(x,.3,)

Plano
fangenie de P df(lxu ,yu)(x, y)
2= flx,y) y
en (Xo. ¥o) =y
Xy
X )
X
La generalizacion de la diferencial para funciones de n variables es andloga. Si Zg = (x?, e ,mg)
es un punto particular y si z = (z1,...,x,) es el vector de variables, se define la diferencial de f en
T COmMo 5 5
sy () = 5 @) (o1 = 08) + ..+ 5 (@0) (= 22)
es decir
Tr1 — 1’?
dfz, (T) = Vf (Zo) -
Ty — 20

1
Ejemplo 48 Calcular la diferencial de f(x,y) = — en el punto (2,2) y aproximar el valor de
Ty

1 1
470401 — (2701)(2701) "

Las derivadas parciales de f son of (z,y) = -1 y ademds of (z,y) = ;1, que son continuas
Ox 2y oy xy?
en (2,2), entonces
of 1 of 1
y por tanto
_9f of _
oz (00) = 5 (22 (-2 + 5 (2.2 (- 2) =
-1 -1 -1
=g @-29+—=W-2)=—7F@ty-4)

Para aprozimar el valor de WI(Q’OI) = f(2/01,2'01) utilizamos la diferencial de f en (2,2), ast

df(2,2) (2'01,2'01) ~ f (2'01,2'01) — f(2,2)
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y por tanto
f(2'01,2'01) ~ df(59) (201,2'01) + [ (2,2) =
- %1 (201 +2/01 —4) + i — —0/0025 + 0'25 = 0'2475
El valor real es f(2'01,2'01) = 0,2475186 . ...
Definicién 49 (Diferenciabilidad) Una funcion z = f (z,y) es diferenciable en (zo,yo) si
Az = f(xo+ DAz, yo + Ay) — f (x0,y0)

puede expresarse de la forma

0 0
Nz = 8_£ (x0,y0) D + a—Jyf (xo,y0) Ay + e1lz + g2y

donde €1,e2 — 0 cuando (Az,Ay) — (0,0). Es decir, f es diferenciable si podemos aproximarla

mediante la diferencial df 4, o) (T,Y)-

Observacién 50 (Condicion necesaria de diferenciabilidad) Por la definicion anterior, una funcion
diferenciable f se puede aprozimar mediante la diferencial dfz, (Z), por lo que entonces debe existir

dfz, (7) = V[ (Zo) - (T — Zo)

entonces es necesario que exista V f (Tg), es decir, para que f sea diferenciable en Ty es mecesario
que existan todas sus derivadas parciales Dar - Dan €N el punto Zg.
n

Teorema 51 (Condicion suficiente de diferenciabilidad) Si f : R? — R es una funcién tal que % Y
g—g son continuas en (xg,yo) entonces f es diferenciable en (xg,yo)-

Teorema 52 Si f es una funcion diferenciable en (xo,y0) entonces f es continua en (xg, o).

Hay que recordar que no basta con la existencia de las derivadas parciales en un punto, ya que
vimos que
1 sizy=0
f(x’y)_{ 0 siazy#0
tenia derivadas parciales en (0,0) pero f no es continua en (0,0). Al no ser continua, por el teorema
anterior, f no puede ser diferenciable en (0,0).

| Derivabilidad # Diferenciabilidad |

Las implicaciones vélidas son las siguientes:

Derivadas parciales de f continuas en (xy,y,).

4

f diferenciable en (x,,y,).

7SN’

Existen las derivadas f continua en
parciales de f en (X0:Y0)-
(X Yo)-
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2.8. Relacién entre derivadas parciales y derivada direccional

Si f: R? — R es una funcién diferenciable y @ = (uy, us2) € R? es un vector unitario, entonces se
puede simplificar el cédlculo de la derivada direccional

Daf (z,y) = lim f &+ huy,y + hug) — f (2,y)

h—0 h
Ccomo 8f 8f
Dﬁf(x7y> = % (.T,y) s U1 +8_y (.I',y) s U2

La generalizacién para n variables es inmediata, si f : R” — R es una funcién diferenciable y
= (uy,...,u,) € R™ entonces se puede escribir

Daf(x1,...,2) =Vf(x1,...,2,) 00

donde el simbolo e denota el producto escalar.
Con la férmula anterior, si calculamos las derivadas direccionales en la direccién de los vectores
u=(1,0) y v = (0,1) obtenemos que

Duf (.9) = Vf (e.p) e 1= 5L (o) 14 5 (2,)-0= 5 (20)
Dsf (@) = Vf (0.9 00 = 5 (z,)- 0+ F ) 1= F @y

por lo que las derivadas parciales son casos particulares de derivadas direccionales.

Ejemplo 53 Calcular la derivada de f (z,y) = 32% — 2y* en la direccion de 4 = (1,1) en el punto
(1,0).
Como ||a|| = V12 +12 = /2 # 1 entonces el vector @ no es unitario. Construimos v =

|2\

=

(%, %) que es unitario. Por la definicion

flr+nrt 0+nLt)—F(1,0)
Dsf (1,0) = lim (hgs 7 _
h—0 h

3(1+h%)2—2(0+h%)2—3-12+2-()2 B

— Y =
hli»% h
2
—h’m3+%+%7h273—11'mi+%—h—i
_hb—>0 h _hi—>0\/§ 2 _\/5

De otra forma, como f es un polinomio, entonces es diferenciable y entonces como Vf(x,y) =
(6, —4y) se tiene que
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2.9. Propiedades de las funciones diferenciables

Sea f una funcién diferenciable en & = (z1,...,x,) € R™

1. SiVf(z)=(0,...,0) entonces Dyf (Z) = 0 para todo @ € R™.

2. La direccién de méximo crecimiento de f viene dada por la direccién de Vf (z), y el valor
méximo de Dy f (Z) es ||V f ()]

3. La direccién de méximo decrecimiento de f viene dada por la direccién de V f (Z), y el valor

minimo de Dy f (Z) es — ||V f(Z)].

Las propiedades 2 y 3 son consecuencia de la férmula
Daf(z) =Vf(z)eu=|Vf(T)|-lu]-coso

Observacién 54 FEl vector Vf (&) no apunta hacia el mdazimo de la funcion f, sino en la direccion
en la que f crece mds rdpidamente.

Teorema 55 Si f es diferenciable en (xo,yo0) y ademds V f (zo,y0) # (0,0) entonces V f (xo,y0) es
perpendicular a la curva de nivel que pasa por (zo,Yyo).

Teorema 56 (generalizacion) Si f es diferenciable en (x1,...,x,) y ademds Vf (x1,...,2,) #
(0,...,0) entonces Vf (x1,...,xy,) es perpendicular al conjunto de nivel que pasa por (x1,...,Zy).
Y Curvas de nivel f

1

Gradiente de f 7

Ejemplo 57 Si un astronauta estd sobre la superficie de la luna en el punto (1,1), y la temperatura
sobre la superficie viene dada por

1
Ty =g

¢Hacia donde debe dirigirse para que su traje espacial se enfrie mds rapidamente?
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Como la direccion de mdximo crecimiento de la temperatura viene dada por la direccion de V f,
entonces nos estan pidiendo la direccion de =V f (1,1). Asi

—8x —2y
V 5 == )
f @) <@ﬁ+y2+nz(@9+ﬁ+1f>

-8 =2 -2 -1
ViD= (%%) - <?=1—8)

Por lo tanto el astronauta debe moverse en la direccion
2 1
— 1.1)=1{=,—
vran = (5.5)

2.10. Plano tangente a una superficie

Yy entonces

En el caso de una funcién f de una variable, es posible construir la recta tangente a la curva

y=f(x)

—

Asi la ecuacidn de la recta tangente serd

y=f(a)+f"(a)(z—a)

También podemos construir el plano tangente en un punto a una superficie. Las superficies pueden
venir dadas como:

1. Superficie de nivel de una funcién F'(x,y, z), asi
F(z,y,2)=c
es una superficie.

2. Gréfica de una funcién f (z,y), asi
z=f(z,y)
representa una superficie. Para estel segundo caso, si llamamos
F(:‘Cayﬂz) = f(l‘ay) -z

entonces la superficie definida por z = f (z,y) del punto 2 es equivalente a la superficie de nivel
F(xz,y,z) =0.
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Dada la superficie de nivel F' (x,y,z) = ¢ con F diferenciable, vamos a calcular la ecuacién del
plano tangente a F' (z,y, z) = ¢ en el punto (g, Yo, 20) de la superficie.

Es importante comprobar que (zg, yo, z0) pertenece a la superficie. Sea (z,y, z) un punto del plano
tangente buscado, entonces el vector

(w_x()ay_y(bz_zﬂ)

también pertenece al plano tangente. Por otro lado, como VF (xg, yo, 20) es perpendicular a la su-
perficie de nivel F'(x,y, z) = c en el punto (xg, yo, 2z0), entonces también serd perpendicular al plano
tangente en (g, Yo, 20)-

Por tanto se tiene que verificar que

VF (x07y0720> * ('r_m07y_y07z_ ZO) =0

Esto es
F; (%0,0,20) (x — x0) + Fy (z0, Y0, 20) (¥ — yo) + F (20, %0, 20) (2 — 20) =0

que es la ecuacién del plano tangente.

En el caso que F' (z,y,2) = f (z,y) — 2z, entonces la ecuacién queda
fo (%0, y0) (. — o) + fy (z0,v0) (¥ — yo) — (2 — [ (z0,%0)) =0
Observacién 58 Comparando la ecuacion del plano tangente

(z = f (w0,90)) = fz (zo,%0) (x — x0) + fy (z0,%0) (¥ — Yo)

con la expresion de la diferencial

A (20,90) (,Y) = fz (2o, Y0) (¥ — 20) + £y (0, Y0) (¥ — v0)

vemos que la aprorimacion de
f (@, y) — f (0, %0)

mediante la diferencial es equivalente a aproximarlo mediante el plano tangente.

Ejemplo 59 Calcular el plano tangente a las superficies:
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2?2 + 9y + 22 =1 en el punto (0,@,@).

La superficie viene dada como la superficie de nivel 1 de
F(z,y,2) = 2" +y° + 22

Como se verifica que F (O, 3@, 72> =1 entonces el punto (O, 3@, 3@) pertenece a la superficie.

Ademds se tiene que

F,(z,y,2) =2z = F, (0,39,39) =0
Fy(z,y,2) =2y = Fy (0,%2,%2) =2
F,(z,y,z) =2z — F, 0’39’39 =2

Por lo tanto, sustituyendo esos valores obtenemos que la ecuacion del plano tangente queda

0(m0)+\/§<yg>+\/§<zg> -

es decir\/iy +22=2
z= e en el punto (2,2).

La superficie viene dada como funcion de 2 variables z = f (x,y) donde

f(@y) = eV’

Tenemos que calcular el valor de f(2,2) = 22" = 6. Ademds se tiene que
fo () = et — f2(2,2) =
fy (2,y) = 2yer v’ = £y (2,2) = 4€f

Por lo tanto, sustituyendo esos valores obtenemos que la ecuacion del plano tangente queda
e (z—2)+4e(y—2)— (2 —€%) =0

es decir
b (z +4y) — z = 9¢°
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Capitulo 3

Diferenciabilidad: aplicaciones.

3.1. Regla de la cadena

Dada una funcién f (x,y), a veces se tiene que las variables = e y dependen de otras variables,
por ejemplo, x (t) e y(s,t,7). De esta manera podemos estar interesados en calcular la variacién de
f segin varfan s, t, o r, es decir, queremos derivar f respecto de s, t o r.

En general, dada una funcién f de varias variables, es posible que tales variables dependan de
otras, y estas segundas de unas terceras, y asi sucesivamente. Para poder calcular las derivadas de
f respecto de las ltimas variables de las que depende, necesitamos una regla para poder hacerlo en
general, independientemente de las variables y de su nimero.

Esta regla serd la regla de la cadena.

Estudiaremos las férmulas que proporciona la regla de la cadena para algunos casos particulares,
pero buscando entender su funcionamiento.

Teorema 60 Sea z = f (x,y) una funcion diferenciable. Si

z =z (t) y=y(t)
son, a su vez, funciones derivables de t, entonces f es una funcion derivable respecto de t con

fz—f“):%@(t%y“”'%“Hg—i(uw,y(w)%(t)

Para recordar esta férmula dibujamos el siguente diagrama:

X [

Y [

Cada barra del diagrama representa la derivada de la funcién de su izquierda respecto de la variable
de su derecha. Asi el diagrama representa las siguientes derivadas:
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oy y dt t

Hay dos caminos por los que se llega a la variable ¢t. Para encontrar la férmula hay que multiplicar
las derivadas que encontremos por cada camino y sumar todos los caminos que llegan a la variable ¢.

= Primer camino:

z—x —t

asf obtenemos el producto de las derivadas

0z dx

ORI A0

= Segundo camino:

z—y—1t

asi obtenemos el producto de las derivadas

S @) Yo

La suma de estos productos nos dan la férmula

Akt AORTOR AURS ACCRIOR 10
o con la notacién anterior
FCEE RO} %“H%(uw,yu» a0

Ejemplo 61 Considere la funcion

f(z,y) =2y — y?
t

y sean las funciones { ;ziost , se pide calcular la derivada de f respecto de t.
df . Of dz of dy .
=S @) GO+ 0.y 0=

= 2e My ®)- () + (2@ =2y (1)) - (~sent) =
= (2¢’ cost) - (') + (€2t —2cost) - (—sent) =

= (2cost —sent)+ 2costsent
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Teorema 62 Sea z = f (x,y) una funcion diferenciable. Si

x=x(s,t) y=y(s1)

. . . : oz Oz O 0
son, a su vez, funciones tales que existen las derivadas parciales G, 57, 5% y 54, entonces las

deriadas parciales % —'f 9L existen y vienen dadas por
Y ot

of of Oz of %y

Gy (50 = 5 (2 (s.0) w(s.0)- G (.0 5 (s8),y (5.8)) - 51 (5.0

T = S (50,5 (s.0) - 5 (5.0 + 5 w500 (5.0) - G (1)

El esquema de estas férmulas es el siguiente:

A

Utilizando estos esquemas podemos encontrar las férmulas para cualquier funcién, sin necesidad
de tener que recordar todas las férmulas posibles.
Dependiendo de las variables de cada funcién podemos encontrar la férmula adecuada.

Ejemplo 63 Para este otro ejemplo, tenemos que
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También

Oz __ 0z Oz @+@_0y
dt oy

0: _ 0z 0z | 02 Oy
ds — Ox Os dy Os
9t — 9z Ou

Cada derivada evaluada en su punto correspondiente.

Ejemplo 64 Considere la funcion

fzy) =a2® —yPe”
y sean las funciones siendo x = st e y = s> +t> + 1, se pide calcular las derivadas de f respecto de
s yt.

B (58) = 5 (@ (ss0) () G (50 G (@ () (5,0) - 52 (s18) =
= (22— y2ex) () 4+ (—2ye”) (2s) =

= (25t — (2 + 2+ 1)" ) 14 (-2 (s + 2 1) ) 25

58 = 5 (@ (5,0 (5:0) - G (504 G (@ () (5,0) - o (5:8) =
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= (22 — y®e") - (s) + (—2ye") (2t) =
= (25t = (2 + 24+ 1)) s+ (<2 (2 + 2 1) ) 2t
Ejercicio 65 Sea Y = F (K, L) una funcion de produccion, donde Y representa la cantidad pro-

ducida, K el capital y L el trabajo. Supungamos que, a su vez, el capital y el trabajo dependen del
tiempo.

1. ;Coémo varia la produccién con respecto del tiempo?

2. Calcula esta variacién en el caso de que F sea la funcién de Cobb-Douglas F (K, L) = AK®LP.

3. SiY =10KL - VK — VL, y sabiendo que K = é +5y L= 56%, determina % para t = 0.

Ejercicio 66 Escriba el diagrama y encuentre las férmulas de %é Yy %ti siendo f (z,y,z) con x (s,t),

y(s,t) yz(st).
Ejercicio 67 FEscribir el diagrama y encontrar las férmulas de %, % Y % siendo f (x,y,z) con

x (s, t,r), y(s,t,r) yz(s,t,r).
3.2. Desarrollos de Taylor
Recordemos el siguiente teorema para funciones de una variable:

Teorema 68 Supongamos que f(x) es derivable n + 1 veces en un intervalo al que pertenecen x y

Tg, entonces
R C)) (

f (@) = f(x0) + ' (w0) (x —20) + x—x0)i 4+

B f () (w(])

ol (LE *SL‘o)n +

+ .
para cierto punto c entre x y xg.

Este desarrollo de f se denomina Desarrollo de Taylor de f en xg.
El polinomio

() (g
Py (x) :f(%)+f/($0)($—$o)+---—i—fT'(O)(x—xg)n
se llama Polinomio de Taylor de f de orden n en x.
El término i)
_ f " (C) . n+1

se denomina Resto de Lagrange del desarrollo de Taylor de f de orden n en z.

Este teorema se debe al matemdtico inglés Brook Taylor (1685 - 1731) y no se le di6 importancia
hasta que en 1772 el italiano Joseph Louis Lagrange (Giuseppe Luigi Lagrangia, 1736 - 1813) lo
valoré en su medida.
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B. Taylor J. L. Lagrange

Ejemplo 69 Calcular el desarrollo de Taylor de f (x) = e® de orden 5 en el punto xg = 0.
Primero calculamos las derivadas de f:

fx)=e* = f0)=e"=1
flla)y=e = [f'(0)=¢"=1
fO @)= = fO0)=e=1
f(ﬁ) (r) =e* = f(G) (c) =e°

y lo sustituimos en la férmula

(5)
F@) = FO)+F (0)(m—0) 4+ 5!(0)

2 .’IJ3 .’IJ4 $5 eC{EG

x
B I S TR TR )

(z — 0)5 n f(6()5!(0) (z — 0)6

Ejemplo 70 Calcular el polinomio de Taylor de f (z) =Inx de orden n en el punto g = 1.
Primero calculamos las derivadas de f:

f'(@)=1 — (1) =1
[ () =23 = £ =1
=% = (1) =2
FO (2) = =8 = @) =-6
F0 (@) = L p0) (1) = (1) (n 1))

Ast tenemos que

" (n)
Pa@=fW4+r W@+ Doz W gy

:0+(x_1)_—($—1)2+—($—1)3——(m—1)4+...+(71)n+1

1 - (x—1)"

Ejemplo 71 Aprozimar el valor de log (1'1) mediante los polinomios de Taylor de drdenes 0, 1, 2,
3y 4 calculados en el ejemplo anterior.
Orden 0: Py (x) = 0.
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Ast
log (1'1) = f ('1) = By (1'1) = 0
Orden 1: P) (z) = — 1.
Ast
log (') =f (') = P (1) =11-1=01
Orden 2: P (z) = (x — 1) — & (z — 1)%
Ast )
log (1'1) = f (1'1) = P, (1'1) = 0'1 — 5 (0'1)* = 0/095

Orden 3: P3(z) = (x — 1) — & (z — 1)+ 3 (x— 1)%.
Ast )
log (1'1) = f (1'1) = P> (1'1) = 0'095 + 3 (0'1)% = 0'095333....

Orden 4: Py(z) = (x — 1) — 1 (z — 1%+
Ast

(x—1P -1 (-1

wl=
W=

log (1'1) = f (1'1) ~ Py (1'1) = 0'09533... — ~ (0'1)" = 070953083

==

El valor real de log (1'1) = 0,09531017980. ..

Observaciéon 72 En el ejemplo anterior y segun la definicion del polinomio de Taylor se observa
que
0 ()

P, (:E) =P, (SL‘) + o

(@ —z0)"

Es posible definir el desarrollo de Taylor para funciones de varias variables. Para ello tendremos
que adaptar la férmula utilizando las derivadas parciales. Ademaés el polinomio de Taylor serd un
polinomio de varias variables.

Teorema 73 (Polinomio de Taylor de orden 1)
Supongamos que f (x,y) tiene todas sus derivadas parciales continuas hasta el orden 2, entonces
dado (xg,yo) se tiene que

£ @) = £ (o0,30) + 5 (20,90) & = ) + 5 (20,30 (0 = 90) + R (0,0)

y este desarrollo se denomina Desarrollo de Taylor de f de orden 1 en (xq,yo). Ademds

Py (0,9) = £ (20,0) + 5L (70, 90) (2 = 70) + 5L (ao.) (0~ )

es el Polinomio de Taylor de f de orden 1 en (xo,y0) y

Ry (z,vy)

es el Resto de Lagrange que estd compuesto por las derivadas parciales sequndas de f en un punto
que estd sobre el segmento que une (z,y) con (xg,yo)-

La definicién para el caso de una funcién f general sera:
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Teorema 74 (Polinomio de Taylor de orden 1)
Supongamos que f(x1,...,x,) tiene todas sus derivadas parciales continuas hasta el orden 2,

entonces dado (x(l), R x%) se tiene que
r — 2§
f(scl,...,:rn):f(sc(l],...,xg)+Vf(sc(1],...,:£2) : + Ry (x1,...,2p)
Ty — 20
y este desarrollo se denomina Desarrollo de Taylor de f de orden 1 en (x(l), ey x?l) Ademds
71 — 29
Pl (:‘Cla"'vl‘n) :f(sc(l)avl‘g) +Vf($(l)av$g)
Ty — 20
es el Polinomio de Taylor de f de orden 1 en (x(l), .. .,x%) Y
Ry (z1,...,2n)
es el Resto de Lagrange que estd compuesto por las derivadas parciales sequndas de f en un punto
que estd sobre el segmento que une (z1,...,x,) con (m?, e ,x?l).

Observaciéon 75 Para definir el desarrollo de Taylor de orden 1 hemos supuesto continuas todas
las derivadas parciales hasta el orden 2, pero si lo que queremos es definir el polinomio de Taylor
de orden, unicamente es necesario que existan las dertvadas parciales de orden 1 en un entorno del
punto (1:(1), RN x%)
Observaciéon 76 Como veremos a continuacion, este hecho también se da para el desarrollo de
Taylor de orden 2, es decir en su definicion necesitamos la continuidad de las derivadas parciales
hasta el orden 8 pero para definir el polinomio de Taylor de orden 2 es suficiente la existencia de
derivadas parciales hasta el orden 2 en un entorno de (ac(l), .. ,x%).
Teorema 77 (Polinomio de Taylor de orden 2)

Supongamos que f (x,y) tiene todas sus derivadas parciales continuas hasta el orden 3, entonces
dado (xo,yo) se tiene que

F 1) = 1 (oo 90) + 5 Can, o) (2 = 20) + 5 (20,300 (0 = ) +

119%f 2 o O°f
Z | =L _ 9 J _ _
+3 | 5.2 (z0,%0) (T — x0)” + 20y (z0,%0) (* — x0) (Y — yo) +
82
+ 5L (0.0) (v = 002 | + R (2,0)
y este desarrollo se denomina Desarrollo de Taylor de f de orden 2 en (xg,yo)-
Ademds

P (z,y) = f (zo,0) + % (z0,%0) (x — x0) + Z—ch (w0, y0) (¥ — yo) +

1[0? 2 O f
+5 | 952 (®0,%0) (& —20)” + 2500y (0, 0) (x — z0) (¥ — vo) +

2 0,50) (0 w0)?
5,2 (70 %0) (v — w0
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es el Polinomio de Taylor de f de orden 2 en (xg,y0) y

Ry (:‘Cay)

es el Resto de Lagrange que estd compuesto por las derivadas parciales terceras de f en un punto que
estd sobre el segmento que une (x,y) con (xg,yo).

La definicién para el caso de una funcién f general serd:

Teorema 78 (Polinomio de Taylor de orden 2)

Supongamos que f(x1,...,xy) tiene todas sus derivadas parciales continuas hasta el orden 3,
entonces dado (1:(1), ey LL’%) se tiene que
Tr1 — :E‘(l)
0 0 0 0
f (xla ,fEn) = f (xla 7:En) =+ vf (xla 7:En) +
Tp — 20
1 xr1 — {E(l)
‘I’E(xl*l‘(l)v7517717:1797,)Hf($(1)77$91) +R2(:‘C1a7$n)
Tp — 20
y este desarrollo se denomina Desarrollo de Taylor de f de orden 2 en (x?, ey xg)
Ademdas
Tr1 — {E(l)
P @) = F(@ena) + V7 (had) [0 |+
Ty — 20
1 Tr1 — .T?
+§ (scl —x?,...,xn—mg) -Hf(:r(l),...,zcg)-
Tp — 20
es el Polinomio de Taylor de f de orden 2 en (x?, ceny x%) Y
Ry (x1,...,2n)
es el Resto de Lagrange que estd compuesto por las derivadas parciales terceras de f en un punto que
estd sobre el segmento que une (x1,...,x,) con (x?, .. .,x%).

Ejemplo 79 Calcular los polinomios de Taylor de orden 1 y 2 en el punto (zo,yo) = (0,0) para las
funcion f (z,y) = sen (z + 2y).

Para calcular el polinomio de orden 1 P (x,y) necesitamos el valor de f y de las derivadas
primeras en el punto (0,0), ast

f(0,0)=0
%ﬁ (x,y) = cos (z + 2y) = %ﬁ (0,0)=1
—5(m,y)=2cos(x+2y) == 3—5(0,0)22
por lo tanto 5 5
Pi(2.9) = £0.0)+ 5 0,0) (2= 0)+ 5 0,0) (- 0) =

=0+1(xz—0)+2(y—0)=z+2y
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Para calcular el polinomio deTaylor de orden 2 necesitamos las derivadas sequndas de f en (0,0):

gié(x,y):—sen(x—i-?y) = g—2§(0,0):0

DL (2,y) = —2sen(z+2) = 24 (0,0)=0
2 2
Bz/gx (z,y) = aaxafy (z,y) T. de Schwarz

g—yé(x,y):—élsen(x—i-Zy) == g—Zé(0,0):O

por lo tanto

1[0%f
P2($,y):P1($,y)+§ @(070)$2+

0 f
0x0y

0% f

entonces

1
PQ(x,y)::c+2y+§ [0x2+0xy+0y2] =z +2y

Ejemplo 80 Calcular los polinomios de Taylor de orden 1 y 2 en el punto (xo,y0) = (0,0) para las
funcion f (z,y) = €* cosy.
Para calcular Py (z,y) necesitamos el valor de f y de las derivadas primeras en el punto (0,0),

ast
f(0,0) =1
%(m,y):ezcosy — %(0,0) 1
%(m,y):—exseny = 55((),()) 0

por lo tanto

Pr (o) = £ 0.0+ 51 0.0) - 0)+ 5 0.0 - 0) -
=14+1(z-0)+0(y—0)=1+=z

Calculamos ahora las derivadas sequndas de f en (0,0):

2 2
%g(x,y):emcosy —— %(0,0)21
%9% (x,y) = —€e"seny — %@% (0,0) =0

2 2
gz (7:9) = g (,) T. de Schwar:
g—yé(x,y):—e”cosy — %;(070):_1

por lo tanto

L[o°f s OPf 0% f )
Py (z,y) = P 19T 0,0 - s 8F ooy
2(00) = P@ )+ g gz 00 7+ 5, (00) o+ 55 (0.0) -
entonces
P(95y)Zl—i—x—i-l[lxz—l—Oxy—lyz]:1+x+x_2_y_2
2 ’ 5 5 5

Observacion 81

Ejercicio: ;Con qué otra férmula podria relacionar la férmula del polinomio de Taylor?
Ejercicio: ;Cudl es el polinomio de Taylor de orden 1 de

flx,y) = A+ Br+Cy
en (0,0)?m ;Y el polinomio de Taylor de orden 2 de

f(z,y) = A+ Bz + Cy + Dz? + Exy + Fy?
en (0,0)?
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Capitulo 4

Funciones implicitas

4.1. Introduccién

Si tenemos una ecuacién del tipo
F(z,y)=0

nos podemos preguntar si podemos despejar una variable en funcién de la otra, es decir, si podemos
encontrar una funcién f tal que

y=f(z)

sea equivalente a ecuacién original.

Ejemplo 82 Si tenemos la ecuacion
2?4y —1=0

podemos despejar la variable y en funcion de la variable x como

y=+v1-—23

Seguin la RAE,
= EXPLICITO: adj. Que expresa clara y determinantemente una cosa.

= IMPLICITO: adj. Dicese de lo incluido en otra cosa sin que esta lo exprese.

Hemos visto que los puntos (z,y) € R? que verifican que y = f (x) (funcién explicita) son los
mismos que verifican que F' (x,y) = f () — y = 0 (funcién implicita).

Ejemplo 83 Siy =Inxz es una funcion explicita, entonces si definimos
F(z,y)=Inz—y

la ecuacion
F(z,y) =0« lnzx—y=0

define una funcion implicitamente.
También G (z,y) =z — ¥ = 0 define implicitamente la misma funcion, ya que

G, f(x)=z—e"® =z —2=0
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4| y = loghg J

JTodas las funciones definidas implicitamente (F' (x,y) = 0) pueden escribirse explicitamente
(y = f(x))? Es decir, ja partir de F' (x,y) = 0 podemos calcular y = f (z)?
La respuesta a ambas preguntas es NO:

1. No todas las ecuaciones definen implicitamente una funcién, por ejemplo,
2?4y +1=0
no define ninguna funcién en ningtin punto (z,y) € R2.

2. No todas las funciones dadas implicitamente pueden escribirse explicitamente, es decir, no
pueden despejarse, por ejemplo,

r—2lnx+y—2lny—2=0

no se puede despejar aunque existe y = f (z) que verifica la ecuacion.

4.2. Teorema de la funcién implicita

En este tema veremos condiciones suficientes para determinar si dada una ecuacién F (z,y) = 0,
existe una funcién y = f (z) que verifica la ecuacion.

En otras palabras, estudiaremos condiciones suficientes para determinar si la curva de nivel
F (z,y) = 0 puede describirse mediante una funcién y = f (x) cerca de un punto (g, yo) que pertenece
a dicha curva de nivel.

Teorema 84 (Funcion implicita para dos variables)
Si F (x,y) es una funcion con derivadas parciales continuas y para (xo,yo) se tiene que

F(x07y0) =cC

Fy (20,%0) #0

entonces existen 0 > 0 y e > 0 tales que:
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1. Para cada x € (g — 0,20 +9), la ecuacion
F(z,y)=c
tiene una unica solucion en el intervalo (yo — €,y0 + €).
2. Si esta unica solucion es f(x), entonces la funcion y = f(x) tiene derivada continua en el
intervalo (zg — ,x0 + 0) dada por
*Fz (IE, f (:‘C))
Fy (z, f (z))

Observacién 85 Las condiciones anteriores son condiciones suficientes, es decir, si alguna condi-
cton no se cumple, entonces no podemos descartar ninguna posibilidad, stmplemente no podremos
utilizar el teorema.

fi(z) =

Es posible intercambiar el papel de las variables x e y en el teorema, en este caso el teorema
quedaria de la siguiente manera:

Teorema 86 (Funcion implicita para dos variables, version 2)
Si F (x,y) es una funcion con derivadas parciales continuas y para (xo,yo) se tiene que

F($07y0) =cC

Fy (z0,90) #0
entonces existen 0 > 0 y e > 0 tales que:

1. Para cada y € (yo — 9,90 + 0), la ecuacion
F(z,y)=c
tiene una unica solucion en el intervalo (xg — &, z9 + €).

2. Si esta tnica solucion es g (y), entonces la funcion x = g (y) tiene derivada continua en el
intervalo (yo — 0,yo + 9) dada por

)y - —Fulel @)
Fy (z, f (2))
Ejemplo 87 Consideremos la funcion
F(z,y)=a2*+y>—1
entonces la curva de nivel 0 dada por F (z,y) =0
?4+yP-1=0

estd descrita por la circunferencia de radio 1

1 W+ y2 =1
0.8
0.6
0.4

0z

02

-0.4

06

08

o
n
o
[=]
n
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Verifiquemos las hipdtesis del Teorema de la funcion implicita en el punto (zo,yo) = (0,1) para la
ecuacion anterior.
Las derivadas parciales de F (z,y) = 22 +y? — 1 son

F, (z,y) = 2x Fy(z,y) =2y

que al ser polindmicas también son continuas.
Por otro lado se tiene que
F(0,1)=0*+1>-1=0

y como ademds Fy (x,y) = 2y entonces
F,(0,1)=2#0

Entonces se verifican las hipdtesis del teorema y podemos aplicarlo.
La conclusion del teorema nos dice que existe un intervalo (—4§,0) y una tnica funcion f(x)
definida en (—0,9) tal que
F(z, f(z))=0

para todo x € (—9,0).

T T~

06 B

04F A

¥ +ye=1
02F B

08 1} 0s

El Teorema de la funcion implicita también nos permite calcular la derivada de f en © = xg. En

efecto,
o *Fx (Oa 1) —0

F0) = F,(0,1) =5 =0

¢ Qué sucede en el punto (zo,yo) = (1,0)7
Resulta que
F(1,00=124+0*-1=0

pero la tercera hipdtesis no se verifica ya que
F,(1,0)=0

y por tanto no podemos aplicar el teorema.
¢Podemos concluir entonces que no eziste la funcion f buscada cerca de (1,0)7
No, tendremos que estudiarlo sin utilizar el teorema.
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Veamos la curva de nivel cerca del punto (1,0).

05

04r

03

02r

01r

0

01

02r

0.3

x2+y2=1

0.4t | ——— Dos valores distintos

05 | L L L L
0 0z 0.4 0.6 0.8

Como Fy (1,0) = 0 entonces el vector tangente en (1,0) es vertical y observamos que no puede existir
la funcion f ya que cerca de x = 1, a su izquierda, la funcidn f tendria que tener dos valores para
cada punto x < 1 cercano.

Ejemplo 88 ;Podria suceder que F, (xo,y0) = 0 y existir la funcion f(x) tal que
F(z, f(x)) =0
para valores cercanos a x = xo? St, cuando la grifica de la funcion sea de la siguiente forma:

18

05+

Fluy=c

Teorema 89 (Funcidn implicita para tres variables)
Si F (z,y,2) es una funcién con derivadas parciales continuas y para (xo, Yo, 20) Se tiene que

F (x0,y0,20) = ¢ F., (z0,y0, 20) # 0

entonces existen § > 0, e > 0 y una funcion f (z,y) definida para los (z,y) tales que \/(m —20)? + (y —w0)* <
0 que verifican que

1. f(x0,%0) = 20

2. Para todo (x,y) tal que \/(m —20)” + (y — o) < 0 se tiene que

F(z,y, f(z,y)) =c
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3. z= f(x,y) es la unica solucion de F (x,y,z) = c que pertenece al intevalo (zo — €, 29 + €).

4. La funcion z = f (z,y) tiene derivadas parciales continuas que vienen dadas por

OF (zq,y0,2 9F(zq,y0.20)

Of (wosyo) _ —2irg:0:20) Of(wouo) _ ———5s
9z 9F(eg.wo) 9y 9F(gwo0)

Az Oz

En otras palabras, la ecuacion F (x,y,z) = ¢ define implicitamente a la variable z como una
funcion f en las variables x, y cerca de (xo,y0) y de manera unica.

Ejemplo 90 ;La ecuacion (z — y)3 =0 define a la variable y como funcién implicita de x cerca del
punto (0,0)?

Veamos si podemos aplicar el Teorema de la funcion implicita. Si F (xz,y) = (x — y)3, sus derivadas
parciales

Fy (z,y) =3 (z —y)* Fy(z,y) = =3 (z —y)?
son continuas por ser polinomios. Por otro lado el punto (0,0) pertenece a la curva de nivel 0 de F,
es decir
F(0,00=3(0—-0)72=0

pero falla la condicion sobre la derivada en (0,0) ya que
F,(0,0)=-3(0-0)>=0

por lo que mo podemos aplicar el teorema. En este caso no harta falta ya que podemos despejar:

(x—y)>=0
/(@—y)°>=0
z—y=0
y=x

que es la solucion de la ecuacion, por lo que y = f (x) = x es la unica solucion.

Ejemplo 91 De la ecuacion
x—2logx+y—2logy—2=0

no se puede despejar ninguna variable en funcion de la otra. Pero jdefine a una variable como funcion
implicita de la otra?

Veamos que la ecuacion define a x como funcion implicita de y en el punto (1,1). Sea F (z,y) =
z—2logx +y—2logy — 2, entonces

Fx(xvy)zliﬁ Fy(l‘ay)zlii
que son continuas en (1,1). Ademds

F(1,1)=1—2logl+1—2logl —2=0

Fy(l,l)zl—%:—l#()

por lo que aplicando el Teorema de la funcion implicita tenemos que existe una funcion f definida en
un intervalo que contiene a x =1 tal que y = f (z) es la unica solucion de la ecuacion F (x,y) = 0.
¢Es posible calcular ' (x)?
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Sixz—2logx+y—2logy—2 =0 entonces como y = f (x) derivando con respecto de x obtenemos

En el ejemplo anterior hemos visto que podemos encontrar la derivada de la funcién f utilizando
la técnica denominada derivacién implicita.
Volveremos a utilizarla en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 92 Sea la funcion
F(z,y,2) = 3r%z — 2%y? 4+ 22% + 3y2 — 5

geziste solucion z = f (z,y) de la ecuacion F (x,y,z) =0 en el punto (1,0,1)?
Veamos si podemos aplicar el Teorema de la funcidn implicita. Las derivadas parciales de F' son:

Fy (z,y,2) = 6z — 2292
F,(z,y,2) = —22%y + 32
F. (x,y,2) = 322 + 622 + 3y

que son continuas por ser polinomios. Ademds

F(1,0,1) =3—0+24+0-5=0

F.(1,0,1)=34+6=9+#0

por lo que aplicando el Teorema de la funcion implicita tenemos que en un entorno de (1,0,1) existe
una funcion f tal que z = f (x,y) es la solucion de la ecuacion F (x,y,z) = 0.
Vamos a calcular el gradiente de f.

Vf= (%,g—i) = (22, 2y)

Derivando la ecuacion F (x,y,z) =0 (aplicando también la regla de la cadena) respecto de x se tiene
622 + 3222, — 22y® 4+ 6222, + 3yz, =0

y despejando z; obtenemos
—6z2 + 21y?

%= 302 1 622 + 3y

De igual manera, derivando F (x,y,z) = 0 respecto de y se tiene

3sc2zy — 222y + 6z2zy +3z+3yzy, =0
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y despejando z, llegamos a
. 222y — 3z
V322 4622 + 3y

Como z(1,0) =1 entonces

—-6+0 -2
1 - __=
% (1,0) = 3+6+0 3
0-3 -1
1 - —_-
2 (1,0) = 34640 2

por lo tanto

VI (L0) = <8féi,0)73féz 0)> (2 (1,0), 2, (1,0)) = (7271)

Con este resultado podemos calcular la ecuacion del plano tangente a f en (1,0) (es decir, el plano
tangente a la superficie de nivel F (x,y,z) =0 en (1,0,1)). Ast

0/ (1,0) 0/ (1,0) _
st =1+ 2 =0 (= 1) =0
Ze-1) -3y (-1) =
2 1 5

4z 4 3y + 62 =10

Ejercicio 93 1. Comprobar si es posible, mediante la aplicacion del Teorema de la funcion im-
plicita, si las siguientes ecuaciones definen a y como funcion implicita de x en los respectivos
puntos. ;Definen a x como funcién implicita de y en los mismos puntos?

a) 14+x—y+2xy=3 en el punto (1,1).

b) zy+e™ =1 en el punto (0,0).

2. Determinar si la ecuacion
wyz — 22y + 22—z =1

define a y como funcion implicita de (x,z) en el punto (z,y,z) = (1,0,1). En caso afirmativo

calcular las derivadas de y respecto de x y de z en el punto (z,z) = (1,1).

4.3. Aplicaciéon del Teorema de la funcién implicita a la Economia

Sea

[t P)

la funcién de la demanda de un bien que depende de

P el precio unitario sin impuestos
t el IVA unitario

Supongamos que
S=g(P)

es la funcién de la oferta de ese bien.
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Queremos que haya equilibrio en el mercado, es decir

OFERTA = DEMANDA

f(t,P)=g(P)

Si la ecuacion de equilibrio define al precio P como funcién implicita de ¢, es decir, el precio al que
se debe poner al bien para obtener dicho equilibrio es una funcién de ¢, entonces podemos calcular
cémo varia elprecio Pcon respecto del impuesto ¢, es decir

ap
dt
En efecto, definimos la funcién
y asf la ecuacién

F(t,P)=0

es equivalente a la ecuacion de equilibrio. Como hemos supuesto que esta ecuacién define a P como
funcién implicita de ¢, entonces

E__Ft(tvp)_ _ft(tvp) ft(t7P>

dt — Fp(t,P)  fp(t,P)—g (P) ¢ (P)-fr(tP)

Es razonable suponer que
g (P)>0

ya que si aumenta el precio aumentara la oferta.
Por otro lado puedo suponer que

fi (t,P) <0 fp(t,P) <0

ya que la demanda disminuye si se aumenta el impuesto ¢. Por lo tanto

dpP fi (t, P) <0

dt g (P)—fp(t,P)
lo que implica que el precio P tendrd que decrecer si se aumenta el impuesto ¢ para mantener el
equilibrio.
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Capitulo 5

Funciones homogéneas

5.1. Funciones homogéneas

Un tipo de funciones importantes que aparecen en Economfa son las funciones homogéneas. Las
funciones de produccién de Cobb-Douglas son de este tipo.

Definicién 94 (Funcién homogénea) Diremos que f (x,y) es una funcidn homogénea de grado k si
verifica

f(tw,ty) = t* - f (z,y)
para todo t > 0.

Observacién 95 La definicion en el caso de funciones de n variables es andloga.

Observaciéon 96 La interpretacion de esta definicion es que si multiplicamos las variables x e y por
un mismo numero t > 0, entonces el valor f (tx,ty) serd el mismo que el de f (x,y) multiplicado por
tk.

Ademdas, para la definicion, no es necesaria la diferenciabilidad (ni siquiera la continuidad) de f.
Ejemplo 97 Sea la funcion A (x,y) = xy que describe el drea de un rectangulo de base x y de altura
y, entonces si multiplicamos la base y la altura por un mismo nimero (p.e. t = 3) entonces el drea
del rectdngulo resultante es t> = 32 = 9 weces el drea original:

A(3z,3y) = 32A(z,y)

en general
Atz ty) = 1*A(z,y)

por lo que A es una funcion homogénea de grado 2.

>3y
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Ejemplo 98 La funcién de produccion de Cobb-Douglas
F (z,y) = Ca%’
donde C, a,b € R verifica que
F (tz, ty) = C (tz)* (ty)® = Cta 4yt =
— 940 Oty = 90Oy = 19V (1, ty)
por lo que F es una funcion homogénea de grado a + b.

Teorema 99 (Euler) Sea f(x,y) una funcion diferenciable. La funcién f(x,y) es homogénea de
grado k si y solo si
m% (w,y)+yg—‘£ (@y) =k f(z,y)

Este teorema se debe a uno de los mds grandes matemaéticos de la Historia, el suizo Leonhard
Euler (1707 - 1783).

Ejemplo 100 Veamos que la funcion de produccion de Cobb-Douglas
F (z,y) = Ca"y’

es homogénea utilizando el teorema de Fuler.

8F _ a—1,b
o (z,y) = aCz"y
8F _ a, b—1
o (z,y) = bCx%

entonces af (9f
_ a—1_b a, b—1\ __
Tor (xz,y) + y—ay (x,y) == (aC:z: Y ) +y (bC’sc y ) =

= aCz%P + bCx%’ = (a4 b) Cx%y’ = (a + ) F (z,y)

por lo que tenemos que F' es homogénea.

Proposicién 101 (Propiedades) Sea f una funcidn homogénea de grado k,

aof of

1. Las deriwvadas =— y = son homogéneas de grado k — 1.
ox °~ Oy
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2. f(zy)=aFf(1,2)=yFf (%1) para { v>0

y>0

3. x2ﬁ+2m 62f

0% f
O] L 207 _
92 Yoroy +y 3y k(k—1)f(z,y)

Ejemplo 102 Veamos que f (z,y) = 322y — y> es homogénea y verifica las propiedades anteriores.
1. f homogénea (por la definicion):
[ (tw, ty) = 3 (tx)* (ty) — (ty)® = 3622ty — t%* =
=332y — 33 =13 (3x2y — y?’) = 3f (2,y)
por lo que f es homogénea de grado 3.

2. f homogénea (por el teorema de Euler):

SL‘% (:c,y) + yg_':]; (fL‘, y) =z (ny) +y (3$2 . 3y2) _

= 9%y — 3y° = 3 (32%y —¢*) = 3f (x,y)
por lo que f es homogénea de grado 3.
3. %5 es homogénea:

g _ _ 42 _ 42 _ 2%
oy (0 ty) = 6(t) (ty) = 61"y =176y = "=~ (2, y)

as? tenemos que %ﬂé es homogénea de grado 2.

4. %5 es homogénea:
0
8—5 (b, ty) = 3 (1) — 3 (1) = 2 (32 — 342) = 22 (2 )

ast tenemos que %5

es homogénea de grado 2.

5. Propiedad 2:

By oy
=37f?=3x2y7y3=f(:c,y)
Por otro lado
3 ‘”1—339621 ) =8 (3% 1) =
v f ;a =Y ; -7 = S =
223

Ejercicio 103 Comprobar la propiedad 3 para la funcion

f(z,y) =327y —¢*
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