PSICOLOGIA MATEMATICA A TRAVES DE SUS TEXTOS.
EVOLUCION HISTORICA

En este apartado se describen algunos hitos importantes en el desarrollo de la psicologia matematica.
Sin duda, no estan todos los autores y obras importantes, todos los que estan han sido indudablemente
influyentes. Se ha prestado mas atencion a los autores clasicos, comprendidos entre el origen de la
disciplina y mediados del siglo XX, al considerar que los desarrollos posteriores son demasiado
recientes para ser considerados historicos. Escribir una historia de la psicologia matematica es algo
que aun esta por hacer, pero estas breves anotaciones proporcionan un primer bosquejo sobre el
desarrollo de algunas de sus lineas principales.

Antecedentes

Psicofisica y psicologia experimental

Escalamiento

Andlisis factorial

Psicometria

Teoria matematica del aprendizaje y teoria de la decision

El nacimiento de la psicologia matematica suele establecerse, por fijar un hito arbitrario, en los
estudios de Heinrich Weber y Gustav Fechner sobre la relacién entre estimulos fisicos y la sensacion
0 percepcién, en lo que se conoce como psicofisica. El estimulo (E) viene medido en una magnitud
fisica y la sensacion (S) es la reaccion subjetiva producida en el sujeto que la percibe. La ley de
Fechner relaciona ambas cantidades del modo:

S=cxlogE donde c es una constante.

La ley de Fechner se basa en la ley de Weber. Sin embargo, antes de ellos Daniel Bernoulli habia
descubierto la misma ley en un contexto algo distinto, pero que también puede considerarse dentro
del campo de la psicologia matematica. Bernoulli estudiaba la relacion entre el incremento de los
bienes materiales que posee una persona y la satisfacciéon que le produce, y llegé justamente a la
misma relacion logaritmica expresada en la ley de Fechner. Posteriormente, Laplace denominé valor
moral a la importancia que una persona atribuye a un incremento de riqueza. Aunque D. Bernoulli y
Fechner llegaron a la misma ley matematica para representar fendmenos similares, existe una
diferencia importante entre ambos. Bernoulli era un matematico que propuso su ley en un plano
estrictamente formal. Fechner, ademas, realizé un importante trabajo experimental en el laboratorio
para poner a prueba su ley con distintas variables sensoriales, lo que dio origen a una tradicion de
investigacion en psicologia experimental y matematica.

Francis Galton, durante el siglo XIX y por influencia de la teoria de la evolucion de Darwin, realizoé
estudios sobre la herencia de caracteristicas fisicas e intelectuales en poblaciones humanas. En sus
estudios trabajo en el desarrollo de conceptos estadisticos que posteriormente se extendieron por
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muchos otros ambitos, como la desviacion tipica, correlacion, trabajos sobre regresion y distribuciones
normales, etc. También inventd la maquina de Galton, que demuestra de forma intuitiva en qué
consiste el teorema del limite central, en su aplicacion a la aproximacién normal a la binomial.

e Bernoulli, D. (1954). Exposition of a new theory on the measurement of risk. Traduccién del
articulo original de Daniel Bernoulli de 1738. Econometrica, 22, 23-26. Recuperado en
http://www.jstor.org/sici?sici=0012-
9682%28195401%2922%3A1%3C23%3AEOANTO%3E2.0.CO0%3B2-X

e Fechner, G. (1966). Elements of Psychophysics. Holt Rinehart & Winston. Bristol: Thoemmes
Press

o Galton, Sir Francis (1869). Hereditary genius. Recuperado de:
http.//www.mugqu.com/qalton/books/hereditary-genius/index.html

e Galton, Sir Francis (1894). Natural Inheritance. Macmillan. Recuperado de:
http.//www.mugu.com/qalton/books/natural-inheritance/pdf/qalton-nat-inh-1up-clean.pdf

Daniel Bernoulli Ernst Heinrich Weber Gustav Fechner Francis Galton

La psicofisica continué después de Fechner por parte de autores como Stevens, ya en el siglo XX. En
aquel momento el conductismo y los planteamientos empiricos habian cobrado un gran auge. En ese
contexto, Stevens sustituyé el estudio de la relacidon entre estimulacion fisica y percepcion subjetiva
por el estudio de la relacion entre estimulo (E) y respuesta (R). En este caso, la respuesta no es una
reaccion subjetiva, como en la psicofisica del siglo XIX, sino la respuesta observable que el sujeto da
para cuantificar la magnitud de un estimulo, por ejemplo, en una escala de 0 a 100 puntos. Ademas
propuso una ley psicofisica mas flexible que la de Fechner, la denominada ley potencial de Stevens,
que puede adoptar una mayor variedad de formas distintas. La ley de Stevens se formula como

R=cXxE*

donde a y ¢ son parametros que se estiman de los datos. La siguiente grafica permite comparar la ley
de Fechner y Stevens para distintos valores de los parametros:
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La ley de Stevens presenta el inconveniente de que no esta basada en un desarrollo matematico claro
como la de Fechner, sino que es mas bien un modelo versatil pero basado en principios poco claros.

Otra contribucién importante de Stevens es la teoria de las_escalas de medida. A principios del siglo
XX dominaba el enfoque epistemolégico positivista, que consideraba que no es posible la medicion
de atributos psicolégicos porque no se cumplen los denominados axiomas de la medicién. Stevens
intentd justificar la medicién en psicologia mediante las escalas de medida, que se basan en la idea
de que la medicidon puede realizarse en distintos niveles en funcion de las propiedades que cumplan
los objetos medidos. Asi el nivel mas débil, el nominal, es una mera clasificacién de objetos en grupos
de equivalencia, mientras que habria otros niveles de medida mas fuertes cuando se cumplen
determinadas propiedades adicionales.

En los afios 50 del siglo XX surgi6 la teoria de la deteccién de sefales, influida por la psicofisica y la
teoria estadistica de la decision. En una situacién experimental tipica el sujeto pasa por varios
ensayos, en los que unas veces esta presente un determinado estimulo y otras no. Se trata de una
situaciéon de incertidumbre, en la que por la debilidad del estimulo, no es posible detectar con total
certeza si esta o no presente. Como respuesta, debe indicar si el estimulo estaba o no. Los datos
recogidos en el experimento se resumen en una tabla como la siguiente:

Respuesta del sujeto
Si No
Presencia del Si Verdadero positivo Falso negativo
estimulo No Falso positivo Verdadero negativo

La teoria de la deteccidén de sefales integra elementos perceptivos, relativos a la capacidad para
percibir estimulos de intensidad débil, con elementos de orden superior como el criterio para decidir
si el estimulo ha sido percibido. El criterio de decisién depende de las consecuencias que para el
sujeto tenga dar cada una de las posibles respuestas, correctas o incorrectas, de la tabla anterior.

e Egan, J. P. (1975). Signal detection theory and ROC analysis. New York. New York.
Academic Press
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e Green, D. & Swets, J. A. (1974). Signal Detection Theory and Psychophysics. Malabar, FL.
Robert E. Krieger Publishing Company

Stanley Smith
Stevens

- e Stevens, S. S. (1946). On the Theory of Scales of Measurement.
| Science, 103, 677680
e Stevens, S. S. (1951) Handbook of experimental psychology. New York,
NY: Wiley.
o Stevens, S. S. (1961). To Honor Fechner and repeal his law. Science,
133, 80-86

La psicofisica iniciada por Weber y Fechner estudiaba la relacion entre estimulos sensoriales y la
sensacion que producen. Thurstone amplié el campo de aplicaciéon de la psicologia matematica al
iniciar el estudio de la valoracion que los sujetos realizan de aquellos atributos psicolégicos que no
estan asociados a una magnitud fisica. Por ejemplo, la clasificacion de obras de arte en funcion de su
nivel de originalidad. Para ello, utilizé el procedimiento de las comparaciones binarias como método
de recogida de datos. También desarrollé procedimientos matematicos de analisis a los que denomind
ley del juicio comparativo y ley del juicio categoérico. Con el paso de los anos, estos métodos de analisis
fueron combinados por otros autores con el analisis factorial, que Thurstone también habia contribuido
a desarrollar, para dar origen al andlisis factorial de datos categoricos.

El método de escalamiento de Thurstone permitia clasificar objetos en una unica dimension. Se basa
en el concepto de proceso discriminal, que es una variable aleatoria que expresa la reaccion subjetiva
que se produce cuando una persona compara dos objetos y supuestamente sigue una distribucion
normal. Por ejemplo, si un profesor compara el grado de creatividad de dos trabajos escolares, el
proceso discriminal es la diferencia entre el nivel de creatividad atribuido a cada uno de ellos. Si dicho
proceso es positivo, el profesor juzgara que el primer trabajo es mas creativo, y si es negativo, el mas
creativo sera el segundo. De este modo, el valor cero actua como un umbral. Los datos observados
son dicotémicos e indican que el proceso discriminal esta por encima o por debajo de cero.

La siguiente grafica muestra un ejemplo. Se trata de un proceso discriminal, X, distribuido segun la
normal (u=1, o =1). Cuando X = 0O, el primer objeto se escoge frente al segundo, por lo que la
probabilidad de escoger el primero es la del area sombreada de la curva normal. Cuanto mayor sea
U, mas desplazada estara la curva normal hacia la derecha y sera mas probable escoger el primer
objeto.
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Los elementos basicos de esta teoria, la existencia de una reaccidon no observada distribuida
normalmente y un umbral que permite transformar esa reaccion en una variable discreta, darian
posteriormente origen a la teoria de respuesta al item y el analisis factorial de datos categoricos.

Posteriormente Warren S. Torgerson comenzd el desarrollo de los métodos de escalamiento
multidimensional, que permiten clasificar objetos en varias dimensiones. Como ejemplo de aplicacion,
pueden mencionarse los trabajos realizados por escolares clasificados en funcién de su creatividad y
esmero. El escalamiento multidimensional no se basa en conceptos psicoldgicos sino matematicos.
Utiliza procedimientos tales como minimos cuadrados para buscar los valores de los objetos en las
dimensiones subyacentes que mas se aproximan a los datos observados.

e Bock, R. D.yJones, L. V. (1968). The measurement and prediction of judgment and choice.
San Francisco. Holden Day.

Louis Leon
Thurstone

e Thurstone, L. L. (1927). A law of comparative judgment. Psychological review,
34, 273-286.

e Thurstone, L. L. (1928). Attitudes can be measured. The American Journal of
Sociology, 4, 529-.554.
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e Torgerson, Warren S. (1958). Theory and methods of scaling. New York: John Wiley and
Sons.

El analisis factorial es una técnica estadistica de reduccion de datos que permite explicar las
correlaciones entre las variables observadas en términos de un numero menor de variables no
observadas denominadas factores. Se origind en la Psicometria y es una de las herramientas
estadisticas mas utilizadas en Psicologia porque proporciona los medios para construir y evaluar
modelos tedricos que involucran constructos psicolégicos como la inteligencia, personalidad,
actitudes, etc.

El origen del analisis factorial se atribuye a Charles Spearman (1904) en su clasico trabajo sobre
inteligencia, donde distingue un factor general (el factor g) y cierto nimero de factores especificos
(las unicidades).

o Burt, C. (1909). Experimental tests of general intelligence. British Journal of Psychology, 3,

94-177.

Charles Spearman

e Spearman, C. E. (1904a). ‘General intelligence’ objectively determined

and measured. American Journal of Psychology, 5, 201-293.

e Spearman, C. E. (1904b). Proof and measurement of association

between two things. American Journal of Psychology, 15, 72-101

e Spearman, C. (1927). The abilites of man: their nature and

measurement. New York: The Macmillan Company.

Posteriormente, Louis L. Thurstone, en la universidad de Chicago, extendidé el modelo del “factor
comun” de Spearman para el caso de multiples factores. También introdujo el concepto de
“estructura simple” y “rotacion factorial” que el propio Mariano Yela (1949) aplicaria en uno de sus
trabajos. Mas tarde, Kaiser (1958) desarrollaria el método Varimax para realizar rotaciones
ortogonales mediante procedimientos matematicos. Thurstone fue un autor clave para la Psicometria
y el andlisis factorial pues fue el fundador del Laboratorio de Psicometria de Thurstone, en 1929 y el
primer presidente de la Psychometric Society, en 1935.

Al mismo tiempo, el estudio de los factores de inteligencia fue continuado por autores ingleses como
Cyril Burt, que investigo la herencia de la inteligencia, y Godfrey Thomson, que publicé uno de los
primeros compendios sobre el modelo factorial multiple.
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e Spearman, C. E. & Jones, L. W. (1951). Human abilities. London: Macmillan.

e Thomson, G. H. (1939). The factorial analysis of human ability. New York. Houghton Mifflin.

e Thurstone, L. L. (1934). The vectors of mind. Psychological Review, 41, 1-32.

e Thurstone, L. L. (1947). Multiple factor analysis. Chicago: The University of Chicago Press.

e Yela, M. (1949). Application of the concept of simple structure to Alexander's data.
Psychometrika, 14, 121-135. Disponible en papel en la UAM

Louis Leon Thurstone

Mariano Yela

Aunque el analisis factorial emergid dentro de la Psicologia, las principales extensiones matematicas
del modelo factorial fueron desarrolladas desde la Estadistica (Mulaik, 1972). Lawley y Maxwell (1963)
desarrollaron la estimaciéon por maxima verosimilitud y el estadistico de bondad de ajuste, chi-
cuadrado, mediante razon de verosimilitud, dando al analisis factorial una base formal rigurosa. Estos
desarrollos en los métodos inferenciales permitirian evoluciones posteriores del modelo, como el
analisis factorial confirmatorio (Jéreskog, 1969), el analisis factorial multi-grupo (Alwin, y Jackson,
1981), el analisis factorial con estructura de medias (Sérbom, 1981) y, mas recientemente, los
modelos de ecuaciones estructurales. Estos desarrollos se han extendido de la Psicologia a otros
campos como la economia, sociologia, medicina, etc.

e Alwin, D. F., & Jackson, D. J. (1981). Applications of simultaneous factor analysis to issues of
factorial invariance. En D. D. Jackson & E. P. Borgatta (Eds.), Factor analysis and
measurement in sociological research: a multidimensional perspective (pp. 249-280). Beverly
Hills, CA: Sage.

o Joreskog, K.G. (1969). A general approach to confirmatory maximum likelihood factor analysis.
Psychometrika, 34, 183-202 Disponible en papel en la UAM

e Lawley, D. N., & Maxwell, A. E. (1963). Factor analysis as a statistical method. London:
Butterworth.

e Mulaik, S. A. (1972). Foundations of factor analysis. New York: McGraw-Hill.

e Sdrbom, D. (1981). Structural equation models with structured means. En K.G. Jéreskog & H.
Wold (Eds.): Systems under indirect observation: causality, structure and prediction.
Amsterdam: North-Holland Publishing

e Thurstone, L. L. (1947). Multiple factor analysis. Chicago: The University of Chicago Press.

La psicometria, al igual que el analisis factorial, tiene su origen en los trabajos de Spearman sobre
medida de la inteligencia. Spearman plante6 que la inteligencia es una caracteristica que no puede
medirse de manera inmediata, sino unicamente a través de una gran cantidad de manifestaciones
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observables de la misma. El resultado de estas caracteristicas observables, desde pruebas
perceptivas hasta resolucion de problemas complejos, depende en parte de la inteligencia y en parte
de otros aspectos especificos de la tarea en cuestion. De este modo, quedaron instaurados algunos
conceptos fundamentales de la medicion psicoldgica, la consideracion de atributos no observables,
que de modo parcial ejercen influencia sobre una variedad de variables observables que solo tienen
interés en cuanto que manifestaciones de dicho atributo latente. Estos planteamientos son el origen
tanto del analisis factorial como de la teoria clasica de tests.

El analisis factorial evoluciond hacia la busqueda de los factores primarios que explican el
funcionamiento intelectual. Segun la analogia que establecié Thurstone, al igual que en la ciencia
oOptica existen tres colores primarios a partir de los cuales se obtienen todos los demas, en psicologia
es necesario buscar las funciones intelectuales basicas (vectores de la mente, en la terminologia de
la época) cuya combinacion da origen a todas las demas. Esta es la filosofia basica en la que se
movia el analisis factorial hasta finales de los afos 40 del siglo XX, relacionada ante todo con su
planteamiento psicoldgico. A partir de esa época, el campo del factorial empezo a estar dominado por
autores provenientes de la estadistica, y por temas tales como el desarrollo de la estimacion por
maxima-verosimilitud, métodos de bondad de ajuste, etc., que le permitieron ganar en el
reconocimiento de un rigor cientifico que antes se le negaba. Por el contrario, el surgimiento de la
psicologia cognitiva, que hizo perder vigencia a los planteamientos del intelecto basados solamente
en factores latentes y el deslizamiento del campo hacia posiciones meramente matematicas o
estadisticas, hizo que el analisis factorial desistiera en sus planteamientos sustantivos iniciales.

Por su parte, la teoria clasica de tests trata sobre las propiedades estadisticas de las puntuaciones
en los tests mentales, con independencia de qué rasgo psicologico estan midiendo. Los conceptos
fundamentales son los de fiabilidad y validez. La fiabilidad mide el grado en que las variables
observadas estan influidas por el atributo que pretenden medir, y la validez trata sobre qué estan
midiendo los tests. Para abordar estos problemas se basa en un modelo lineal muy sencillo, en el que
la puntuacién observada en un test, X, depende de la puntuacién verdadera, V, supuestamente
identificada con el atributo a medir, mas un error aleatorio, e, debido a aquellos elementos que
contaminan la respuesta pero que no son el atributo que se desea medir. Estas cantidades se
relacionan del modo:

X=V+e

El propdsito es proporcionar una guia que permita valorar el funcionamiento de un test, o el modo en
que éste debe construirse, pero en si misma no tiene un contenido psicoldgico.

Gulliksen (1950) escribio el que posiblemente sea el mejor compendio de la teoria clasica de tests
hasta la primera mitad del siglo XX. Esta teoria resultaba poco satisfactoria cuando los datos
observados vienen expresados en escalas discretas con pocas categorias de respuesta, como datos
de acierto-error o acuerdo-desacuerdo. Para solucionarlo, Birnbaum planteé un nuevo modelo que
combina caracteristicas del escalamiento clasico, analisis factorial y teoria clasica de tests. Es lo que
se conoce como teoria de respuesta al item y su planteamiento fundamental, junto con otro compendio
clasico de teoria clasica de tests, fue publicado por Lord y Novic (1968).

Durante la segunda mitad del siglo XX, la teoria de respuesta al item estuvo dominada por dos grandes
escuelas. La primera se basaba en los modelos de ogiva normal y logisticos desarrollados por
Birnbaum y Lord, y que tomaban como base la ley del juicio comparativo desarrollada por Thurstone
en el contexto del escalamiento. La segunda escuela fue creada por el estadistico danés George
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Rasch y desarrollada por Erling Andersen, basada en el concepto de objetividad especifica y la
existencia de estadisticos suficientes. Los modelos de Rasch se basan en la consideraciéon de que la
definicion de un atributo psicolégico no debe venir determinada por qué instrumentos, o items, se
hayan empleado en su medicion. Este requisito se tradujo, estadisticamente, en la existencia de
estadisticos suficientes para los parametros del modelo: los niveles de atributo y la dificultad de los
items. Los modelos de Rasch se caracterizan por su sencillez de interpretacion, y tuvieron gran
difusién por centro Europa, con algunas ramificaciones en Norteamérica (la escuela de Chicago, de
Wrigth) y Australia (por ejemplo, Geoff Masters).

Simultdneamente a estos desarrollos, Lazarsfeld elabord el analisis de clase latente en el contexto de
la sociologia, que posteriormente habria de tener influencia en la medicion psicolégica. Los modelos
de medida tradicionales en psicologia, teoria clasica de tests, analisis factorial y teoria de respuesta
al item, estan orientados a aquellos casos en que se considera que los atributos latentes vienen
expresados por variables continuas. Asi por ejemplo, el estudio de la relacién entre el item y el total
del test, tanto si se basa en correlaciones de Pearson como en regresiones no lineales, parte de la
consideracion de un atributo continuo. Los modelos de clase latente surgen de problemas tales como
el analisis de las respuestas a encuestas de opinion, y considera que el atributo medido por las
variables observadas esta expresado en una escala nominal. De este modo, el resultado es una
clasificacién de los sujetos en grupos exclusivos y no ordenados, en lugar de una ordenacién de mayor
a menor nivel de conocimientos o actitudes, como en los otros modelos.

e Cronbach, L. J. (1951). Coefficient alpha and the internal structure of tests. Psychometrika, 16,
297-334. Disponible en papel en la UAM

e Gulliksen, H. (1950). Theory of mental tests. New York: John Wiley and Sons.

e Guilford, J. P. (1954). Psychometric methods. New York: McGraw Hill.

e Krantz, D. H., Luce, R. D., Suppes, P., & Tversky, A. (1971). Foundations of measurement.
New York, NY: Academic Press.

o Lazarsfeld. P. F. & Henry, N. W. (1968). Latent structure analysis. New York: Houghton Mifflin.
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Los trabajos en el campo de la teoria matematica del aprendizaje datan de la primera mitad del siglo
XX. Influidos por la psicologia conductista, trataban de buscar funciones matematicas que expresaran
como la ejecucion de una tarea evoluciona a lo largo del tiempo. El concepto fundamental en estos
trabajos es el de curva de aprendizaje. A modo de ejemplo, Wiley y Wiley (1937), utilizan polinomios
para representar el numero de errores acumulados en una tarea a lo largo del tiempo.

Posteriormente, los modelos de aprendizaje fueron ganando en sofisticacion de distintas maneras.
Una de ellas es mediante la introduccion de la matriz de consecuencias, de modo analogo a como se
utiliza en la teoria de la deteccion de sefiales. La matriz de consecuencias indica el beneficio, o
pérdida, que el sujeto recibe en una tarea de identificacion, en funcion de los aciertos y errores que
comete a la hora de detectar un estimulo. Los modelos de aprendizaje ponen el énfasis en el cambio
en la probabilidad de acierto en una tarea de este tipo a lo largo del tiempo.

La teoria de la decisidén tuvo su origen a mediados del siglo XX. Su propdsito es el estudio de la
eleccion de una alternativa a partir de un conjunto predefinido de dos o0 mas elementos. Se trata de
una teoria abstracta sobre la conducta de eleccidon que aparece en campos tales como la psicofisica,
aprendizaje y estudios de preferencias. En otras disciplinas como la psicometria también aparecen
tareas de eleccion. Por ejemplo, en los items de opcion multiple, que constan de una alternativa
correcta y varias incorrectas. Sin embargo, la psicometria y la teoria de la decisién tratan sobre
distintos aspectos; la primera se interesa por la construccion de escalas para ordenar a los sujetos
por su nivel de competencia, y la segunda por la conducta de eleccién en si misma.

La teoria de la decision tuvo un gran desarrollo posterior, cuando se extendié a la economia y autores
como Kahneman y Tversky comenzaron a estudiar la conducta de eleccion en situaciones de riesgo
e incertidumbre, asi como los heuristicos en el razonamiento y la eleccién. Estos ultimos trabajos
venian a poner en cuestion el modelo de conducta econdémica basado en el principio de racionalidad,
gue asume que las personas actuan en ambitos econémicos para lograr un beneficio maximo al menor
coste. Otra linea de desarrollo de la teoria de decisiones han sido los arboles de decisiones, que han
tenido aplicacién en psicologia cognitiva y psicometria. Representan el proceso de eleccion de una
alternativa como una secuencia de decisiones que puede representarse como un arbol en teoria de
grafos.
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